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内 容 简 介 


本 书 主要 介绍 国内 外 环 与 代数 的 最 新 研究 成 果 和 发 展 方向 , 在 第 一 版 
的 基础 上 , 除 删 除了 一 些 陈旧 内 容 外 , 还 增添 关于 分 次 环 、 路 代数 、 箭 图 表 
示 、 有 限 表示 型 箭 图 4 章 , 力图 向 读者 介绍 分 次 环 、 箭 图 及 其 表示 最 基本 
的 知识 , 使 之 能 够 了 解 和 进入 环 与 代数 当前 研究 的 一 些 非常 具有 活力 的 领 
域 . 我 们 将 介绍 分 次 环 、 分 次 模 、 分 次 Artin 环 、Smash 积 、 分 次 本 原 环 、 
箭 图 的 路 代数 、 路 代数 的 性 质 、 路 代数 的 张 量 积 和 稍 图 的 直 积 ; 箭 图 表示 
的 基本 内 容 、 箭 图 表示 的 Auslander-Reiten 理论 ; Dynkin 图 及 其 表示 ， 
Bernstein-Gelfand-Ponomarev 反射 函 子 ， 有 限 表示 型 的 箭 图 的 刻画 (Gabriel 
定理 ) 等 内 容 . 

本 书 适合 数学 及 相关 专业 高 年 级 大 学 生 、 研 究 生 、 教 师 及 科研 人 员 阅 
读 参考 . 
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《现代 数学 基础 丛书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ， 书 籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
用 . 许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 汲 
取 营 养 , 获得 教 益 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 
浩 动 已 经 被 破坏 与 中 断 了 10 余年 ,而 在 这 期 间 国际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
着 . 1978 年 以 后 , 我 国 青 年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 . 当时 他 们 
的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 据 此 , 科学 出 版 社 陆续 推出 了 
多 套数 学 从 书 , 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 从 书 与 《现代 数学 基础 从 书 》 
更 为 突出 , 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 逾 80 卷 ， 它 们 质量 其 高 , 影响 颇 大 , 对 我 国 
数学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 从 书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 ， 针 对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 ， 作 较 系统 的 介绍 ， 既 注意 该 
领域 的 基础 知识 ,又 反映 其 新 发 展 ,力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 ,数学 在 各 门 科 学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 , 还 形成 了 一 些 交叉 学 科 . 我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支持 ,编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 . 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 做 出 贡献 . 


杨 乐 
2003 年 8 月 


第 二 版 前 言 


很 高 兴 看 到 这 本 25 年 前 出 版 的 《 环 与 代数 》 基 础 教材 再 版 , 当年 很 多 通过 此 
书 入 门 “ 环 与 代数 ”的 年 轻 研究 生 (包括 本 书 的 另 三 位 作者 ) 如 今 都 已 成 为 活跃 在 
环 与 代数 领域 的 研究 者 . 25 年 来 , 国内 外 环 与 代数 理论 的 研究 发 生 了 很 多 变化 , 曾 
经 占据 中 心地 位 的 Wedderburn-Artin-Jacobson 结构 理论 已 不 再 有 昔日 的 辉煌 . 当 
年 不 该 有 的 避 开 同调 代数 的 做 法 今日 看 来 是 绝对 应 该 补 上 的 一 课 . 既 要 保持 基础 教 
材 的 特点 , 又 要 顺应 发 展 , 加 强 基础 的 内 涵 , 这 是 我 们 四 个 人 在 再 版 时 考虑 最 多 的 
问题 . 

环 (代数 ) 与 模 是 环 论 的 两 个 主要 研究 对 象 . 多 看 一 些 具体 构建 的 环 类 , 多 看 一 
些 具体 环 (代数 ) 上 的 模范 畴 , 使 我 们 在 研究 环 与 模 时 , 在 头脑 中 始终 保有 环 的 具体 
形象 及 模 的 具体 形象 , 应 该 是 非常 有 益 的 . 这 样 我 们 用 新 的 一 章 (第 10 章 , 郭 晋 云 
撰写 ) 介绍 路 代数 和 张 量 代数 , 用 新 的 一 章 (第 11 章 , 朱 彬 撰写 ) 介绍 有 限 维 路 代 
数 的 模范 畴 的 骨架 AR 箭 图 . 

在 新 的 第 9 章 ( 韩 阳 撰写 ) 中 , 在 对 环 的 Artin-Jacobson 结构 理论 温 故 知 新 的 
气氛 下 , 介绍 了 分 次 环 的 基础 . 这 些 内 容 在 这 个 基础 教材 中 有 一 个 非常 自然 的 位 置 ， 
是 本 书 中 非常 和 谐 的 一 部 分 . 

在 新 的 第 12 章 ( 郭 晋 云 撰写 ) 中 介绍 了 有 限 表示 型 路 代数 的 分 类 定理 . 这 是 
20 世纪 代数 表示 论 中 , 也 是 环 论 中 最 漂亮 最 富 推动 力 的 结果 之 一 , 是 可 和 单 李 代数 
分 类 相 媲 美的 一 个 重要 结果 , 是 当今 介绍 有 限 维 代数 时 不 可 不 提 到 的 一 个 定理 . 

由 于 在 第 11, 12 章 中 广泛 地 使 用 了 同调 代数 工具 , 又 考虑 到 同调 代数 已 有 所 
普及 , 故 写 了 一 个 同调 代数 简介 ( 朱 彬 撰写 ), 作为 附录 放 在 书 末 以 备 读者 查询 . 

此 次 再 版 去 掉 了 原 书 中 的 第 9 章 ( 根 与 根 的 一 般 理论 ) 和 第 10 章 (Goldie 环 )， 
有 很 多 理由 说 明 原 书 的 一 些 章节 可 以 去 掉 , 也 有 很 多 理由 表明 原 书 中 一 些 章节 , 包 
括 已 去 掉 的 两 章 是 该 保留 下 来 的 . 这 样 的 取 售 只 是 一 种 做 法 , 是 不 需要 说 明理 由 的 . 

一 个 人 写 书 是 一 种 享受 (每 每 回味 , 仍 常 享受 着 当初 写 根 论 那 一 章 时 自我 陶醉 
的 状态 ), 四 个 人 合作 写 书 是 一 种 愉快 , 每 一 章节 都 经 历 了 初稿 、 讨 论 、 修改、 再 讨 
论 、 再 修改 的 过 程 (可 惜 旧 章节 缺少 了 这 样 洗 练 的 过 程 ) 四 次 集体 讨论 给 我 们 留 下 
了 美好 的 回忆 . 

借 再 版 的 机 会 修改 了 原 书 中 一 百 余 处 的 笔 误 和 朴 漏 . 感谢 读者 (特别 是 哈尔滨 
师范 大 学 张 之 斩 教 授 寄 来 三 页 的 勘误 表 ) 的 帮助 和 指正 . 期 队 读 者 继续 指出 和 帮助 
我 们 改正 不 妥 的 地 方 . 


非常 欣慰 在 老 孝 之 年 看 到 这 本 书 再 版 . 和 本 书 编辑 张扬 同志 的 合作 很 是 愉快 ， 
衷心 感谢 北京 师范 大 学 数学 科学 学 院 的 大 力 支持 . 非常 感谢 三 位 新 作者 的 加 盟 , 没 
有 他 们 的 合作 与 热情 , 这 本 书 将 不 会 以 这 样 一 个 新 的 面貌 呈现 在 读者 面前 . 


刘 绍 学 
2008 年 8 月 18 日 于 北京 


我 们 三 位 新 作者 谨 以 所 撰写 的 新 章节 恭 祝 刘 绍 学 先生 八 十 华诞 ! 


郭 晋 云 、 朱 彬 、 韩 阳 
2008 年 8 月 18 日 
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本 书 是 在 我 为 研究 生 讲 授 环 论 课时 所 用 讲义 的 基础 上 写成 的 . 

这 是 一 本 介绍 非 交 换 结合 环 理论 的 基础 的 书 . 结合 环 在 一 般 ( 即 不 一 定 是 结合 
的 ) 环 中 占 居中 心地 位 ; 其 他 重要 的 非 结合 环 类 , 如 Lie 环 、Jordan 环 、 交 错 环 , 几 
乎 都 和 结合 环 有 相同 的 发 展 过 程 . 

非 交 换 结合 环 论 的 发 展 过 程 , 可 以 设想 分 为 以 下 三 个 阶段 : (一 ) 关于 有 限 维 代 
数 的 研究 , (Albert，1939) 可 以 看 作 是 这 方面 的 总 结 ; (二 ) 关于 有 极 小 条 件 的 环 的 
研究 , (Artin et al., 1946) 可 以 看 作 是 这 方面 的 总 结 ; (三 ) 关于 一 般 ( 即 不 附加 有 
限 条 件 ) 环 的 研究 , 以 及 关于 有 极 大 条 件 环 的 研究 , 并 广泛 地 使 用 同调 代数 的 工具 ， 
(Jacobson, 1964) 可 以 看 作 是 前 者 的 总 结 , 而 (Faith, 1973) 可 以 看 作 是 后 者 的 总 结 . 

在 本 书 中 , 我 们 避 开 同调 代数 而 介绍 这 三 个 发 展 阶段 的 基本 内 容 . 在 叙述 上 , 我 
们 基本 上 按照 环 论 原来 的 发 展 过 程 依次 介绍 . 当然 某 些 早期 结果 可 由 后 期 较 一 般 
的 结果 直接 得 出 . 然而 我 们 没有 去 避 开 这 些 重 复 . 这 是 因为 : 某 些 重复 , 以 及 从 这 些 
重复 中 能 看 到 的 发 展 过 程 的 痕迹 , 对 初学 者 来 说 , 是 很 有 好 处 的 . 

Wedderburn 的 结构 理论 对 整个 环 论 的 影响 是 很 大 的 , 我 们 选择 的 内 容 基 本 上 
都 是 围绕 这 一 理论 的 , 为 的 是 使 读者 对 它 有 一 个 全 面 深 入 的 理解. 

我 们 假定 读者 已 经 熟悉 抽象 代数 、 线 性 代数 以 及 域 的 Galois 理论 (后 者 只 在 
第 三 章 中 用 到 )， 

本 书 的 目的 是 为 进一步 学 习 环 论 中 的 专门 著作 和 有 关 论文 打下 一 个 良好 的 基 
础 . 书后 附 有 参考 书目 , 书 中 顺便 介绍 一 些 未 解决 的 问题 , 并 介绍 一 些 文献 , 有 些 是 
属于 经 典 性 的 , 有 些 则 能 提示 我 们 在 环 论 中 如 何 提出 问题 . 

使 用 本 书 作为 教材 可 有 下 面 几 种 方案 : (一 ) 每 周 四 节 课 两 学 期 可 全 部 讲 完 ; 
(二 ) 选用 前 四 章 或 前 五 章 作为 结合 代数 课 , 每 周 四 节 课 一 学 期 可 讲 完 ; (三 ) 选用 后 
五 章 (或 去 掉 第 十 章 ) 作为 环 论 课 , 每 周 四 节 课 一 学 期 可 讲 完 ; (四 ) 选用 第 六 、 七 、 
九 章 作 为 环 的 根 论 课 , 每 周三 节 课 一 学 期 可 讲 完 ; (五 ) 选用 第 一 、 二 、 四 章 作 为 有 
限 代数 课 , 每 周 两 节 课 一 学 期 可 讲 完 . 

作者 是 从 A.G.Kurosh 教授 和 张 禾 瑞 教授 那里 学 习 环 与 代数 的 , 在 此 对 他 们 表 
示 怀 念 和 感谢 . 在 编写 时 主要 参考 了 张 禾 瑞 , 1957; Albert, 1939; Artin et al., 1946; 
Jacobson, 1943, 1964; Herstein, 1968; Curtis, 1962; Kaplansky, 1969 等 文献 . 

万 哲 先 同志 一 直 鼓 励 我 写 一 本 关于 环 论 的 书 , 肾 灵 沼 同志 对 选材 提出 了 宝贵 意 
见 , 谢 邦 杰 、 许 永 华 同 志 寄 来 了 我 向 他 们 要 的 材料 , 吴 品 三 同志 仔细 阅读 了 每 一 个 


vi: 
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证 明 , 提出 了 修改 意见 并 补充 了 一 些 习题 , 在 此 一 并 表示 感谢 . 进修 教师 谢 冰 璋 、 徐 
忠明 、 陈 维新 、 厉 立 德 、 王 春 森 、 马 志 大 、 马 文 新 等 同志 以 及 研究 生 张 英 伯 、 王 成 
德 在 学 习 上 述 讲义 的 过 程 中 都 提出 了 许多 修改 意见 , 在 此 也 一 并 表示 感谢 . 


书 中 


h 一 定 会 有 不 当 之 处 , 身 切 地 希望 读者 指正 


作 者 
于 北京 师范 大 学 
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数理 逻辑 基础 上册) ”1981. 1 胡 世 华 、 陆 钟 万 著 
紧 黎 曼 曲面 引 论 1981.3 伍 鸿 申 、 昌 以 华 、 陈 志 华 ” 著 
组 合 论 (上 册 》 ”1981. 10 柯 召 、 魏 万 迪 著 

数理 统计 引 论 1981. 11 陈 希 玛 著 

多 元 统计 分 析 引 论 ”1982.6 张 阁 庭 、 方 开 泰 著 
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第 1 章 ”有 限 结合 代数 的 基本 概念 


1.1 一 些 基本 概念 与 定义 


本 节 简 单 介绍 一 下 关于 代数 的 最 基本 的 定义 . 关于 群 与 环 的 相应 概念 认为 是 已 
知 的 、 熟 悉 的 . 

定义 1.1.1 ” 域 已 上 一 个 向 量 空间 4 叫做 域 上 的 代数 , 如 果 除 数 乘 (用 aa 
表示 , we F, ae 4) 和 4 的 加 法 运算 (用 + 表示 ) 外 , 4 中 还 定义 有 一 个 乘法 运算 
(用 : 表示 或 用 ab 表示 运算 结果 , a,b e 4) 满足 下 列 条 件 : 

(Da:(b+e)=ab+ac, (b+c) a= batca,va,b,ce AD; 

(ii) a(ab) = (aa)b = a(ab), Va,b € A, Ya € F. 

如 果 4 是 上 有 限 维 空间 , 就 称 4 为 上 有 限 ( 维 ) 代数 . 

如 果 代数 4 中 的 乘法 适合 结合 律 , 即 若 有 (ab)c = a(bc),Va, b,c es 4, 则 称 4 
为 结合 代数 . 

如 果 代数 4 中 乘法 适合 条 件 : ab = ba, Ya,be 4, 则 称 4 为 交换 代数 . 

如 果 代数 4 中 的 乘法 适合 条 件 : a? = 0, (ab)c + (bc)a + (ca)b = 0,Va,b,c e 4 
则 称 4 为 Lie 代数 . 

如 果 代 数 4 中 乘法 适合 条 件 : ab = ba, (a2b)a = a?(ba),Va,b e A, 则 称 4 为 
Jordan 代数 . 

如 果 代 数 4 中 乘法 适合 条 件 : a(ab) = (aa)b,a(bb) = (ab)b,Ya,b € 4, 则 称 4 
为 交错 代数 . 

设 4 是 域 R 上 的 代数 , 不 一 定 是 有 限 维 的 , 也 不 一 定 是 结合 代数 , 与 群 的 子 
群 、 环 的 子 环 等 概念 相 平行 的 可 定义 4 的 子 代数 的 概念 . 与 群 、 环 中 相 平行 的 还 
可 定义 代数 的 同 构 、 代 数 的 同 态 等 概念 . 

定义 1.1.2 ” 设 4 是 域 上 的 代数 , B C 4,B 不 空 . 如 果 

(i) B 是 4 的 子 空间 ; 

(i) B 对 4 中 的 乘法 是 封闭 的 , 即 有 


bceB, vw,ceB, 
则 称 B 是 4 的 子 代数 . 


@@ 指 对 A 中 所 有 的 a,b,c, 其 中 , Y 指 “ 所 有 的 ”. 


.2. 第 1 章 。 有限 结 合 代数 的 基本 概念 


易 见 , 结合 (或 Lie- 或 Jordan-) 代数 的 子 代数 本 身 仍 是 结合 (或 Lie- 或 Jordan-) 
代数 , 有 限 代数 的 子 代数 仍 是 有 限 代数 . 

设 X 是 代数 4 的 一 个 子 集 . 4 中 含有 X 的 一 切 子 代数 的 交 当 然 仍 是 一 个 子 代 
数 , 称 之 为 由 X 生成 的 子 代数 , 记 作 (X). 易 见 , (X) 是 由 一 切 形 如 azxi zio… zi， 
ae 玉 za EX 的 有 限 和 组 成 的 . 

定义 1.1.3” 设 4,B 都 是 域 上 的 代数 , yp 是 集 4 到 B 内 的 一 个 对 应 , 如 
果 vp 保持 运算 , 即 车 有 

(1) (ab)p = (ap) (bp); 

(i) (aa)p = a(ay); 

(ii) (a +b)p = ap + by. 
Va,be A,Ya € F, 则 称 yp 是 局 上 代数 4 到 上 代数 B 内 的 一 个 同 态 对 应 , 或 简 
称 代数 4 到 代数 B 的 一 个 同 态 对 应 . 

如 果 yp 是 代数 4 到 代数 B 的 一 个 同 态 对 应 , 且 知 p 还 是 集 4 到 集 B 上 的 对 
应 , 则 称 y 为 代数 4 到 代数 B 的 一 个 满 同 态 对 应 , 此 时 记 4 ~ B. 

如 果 p 是 代数 4 到 代数 B 的 满 同 态 对 应 , 且 知 yp 还 是 集 4 到 集 B 上 的 一 一 
对 应 , 则 称 p 为 代数 4 到 代数 B 的 同 构 对 应 . 此 时 记 作 4 ~ B. 

如 果 p 是 代数 4 到 代数 B 的 一 个 子 代 数 上 的 同 构 对 应 , 则 称 y 为 代数 4 到 
代数 B 的 入 射 同 态 对 应 或 简称 入 射 对 应 , 并 称 4 同 构 嵌 入 于 B. 

易 见 , 车 已 知 4 ~ B, 则 若 4 是 结合 (Lie, Jordan, 交换 , 有 限 ) 代数 , B 也 必 
是 . 反 过 来 一 般 是 不 对 的 , 即 若 已 知 B 是 结合 的 , 4 当然 不 一 定 是 结合 的 . 

与 代数 的 同 态 对 应 密切 有 关 的 是 代数 的 理想 概念 , 这 是 和 群 的 正规 子 群 与 环 的 
理想 相 平行 的 概念 . 

定义 1.1.4 设 wp 是 代数 4 到 代数 B 的 一 个 同 态 对 应 , 称 4 的 子 集 K = 
{ze4lzp = 0} 为 同 态 y 的 核 . 

定义 1.1.5 说 KC 4 是 代数 4 的 理想 , 如 果 

(i) K 是 4 的 子 代数 ; 

(i) KAC K,AK Cc KO. 

和 环 的 情况 完全 类 似 地 可 以 证 明 , 域 F 上 代数 4 的 同 态 对 应 的 核 是 4 的 理 
想 . 反 过 来 , 对 于 F 上 代数 4 的 任意 理想 了 可 引进 集 4 的 一 个 等 价 关系 ~: a,b e 
A,a ~b 当 上 且 仅 当 a-be I. 用 互 表 示 a 所 在 的 ~ 等 价 类 , 而 用 所 表示 一 切 aa € 4， 
的 集 . 在 亏 中 引入 下 列 运算 : aa = 5a,a5+b=aib,a.b=ab,ae mbeA4. 利 
用 理想 I 的 性 质 不 难 验 证 上 述 定义 是 合理 的 , 即 a, ,5 的 运算 结果 a 十 5,ab,aa 与 
代表 a,b 之 选择 无 关 . 与 我 们 熟悉 的 商 空 间 和 商 环 的 情况 一 样 , 可 验证 A 作成 下 


@D KA 表示 一 切 形 如 za re Ka E A 的 元 素 的 有 限 和 


1.2 有 限 结合 代数 的 例子 3. 


上 的 一 个 代数 . 这 样 得 到 的 代数 亏 将 称 之 为 代数 4 关于 理想 1 的 商 代数 或 简称 为 
4 的 商 代数 . 令 


yp:A4— A, 
ah 本， 


则 不 难 证 明 yp 是 代数 到 其 商 代数 A 上 的 满 同 态 对 应 , yp 的 核 恰 是 定义 等 价 关 系 ~ 
时 用 的 那个 理想 I. 和 环 的 情形 一 样 , 把 这 样 定义 的 yp 称 为 代数 4 到 其 商 代数 厂 
与 群 或 环 的 同 态 基本 定理 完全 平行 的 有 下 述 关 于 代数 的 同 态 基 本 定理 , 同 构 定 
理 , 略 去 其 证 明 . 

定理 1.1.1 设 4 是 域 上 的 代数 , 则 

(人 4 的 商 代数 过 是 4 的 同 态 象 , 即 有 4 ~ A; 

(i 4 的 任意 同 态 象 B, 即 车 4 ~ B, 则 代数 B 必 和 4 的 一 个 商 代数 同 构 . 

定理 1.1.2 ” 设 v 是 代数 4 到 代数 4 上 的 满 同 态 对 应 , p 的 核 是 7 设 B2I 
是 4 的 理想 , 则 By@= B' 是 4' 的 理想 且 4/B ~ 4'/B', 其 间 的 同 构 对 应 可 取 作 
a+ BP ayp+B', 并 称 之 为 4/B 与 4'/B' 间 的 自然 同 构 对 应 . 

定理 1.1.3 ” 设 4 是 代数 , B 是 4 的 子 代数 而 7 是 4 的 理想 , 则 

(i) BMT 是 B 的 理想 ; 

全 (B+DAs B/(B 门 了 ), 其 间 的 同 构 对 应 可 取 作 b+ b+ (BN 7). 

这 些 定理 的 证 明 可 仿照 关于 群 和 环 的 平行 定理 的 证 法 去 证 明 . 

最 后 给 出 下 面 的 定义 : 

定义 1.1.6 ”代数 4 的 子 代数 B, 若 满足 条 件 4B Cc B(BA Cc B), 就 称 之 为 
代数 4 的 左 ( 右 ) 理想 . 


1.2 ”有限 结合 代数 的 例子 


以 下 将 只 讨论 有 限 结合 代数 , 如 无 特别 声明 ,“ 代 数 ” 将 永远 指 有 限 结合 代数 . 

在 讨论 任意 代数 之 前 , 先 看 一 批 具体 代数 的 例子 . 

代数 与 环 的 差别 在 于 环 的 加 法 群 只 是 一 个 Abel 群 , 而 代数 的 加 法 群 是 域 上 
的 向 量 空间 , 这 样 , 代数 就 比 环 有 一 个 结构 简单 得 多 的 加 法 群 . 在 选 定向 量 空间 4 
的 一 个 基 : ai,i = 1,…,n 后 , 4 中 任意 元 素 a 都 可 唯一 地 表示 成 


加 指 % 是 集 4 到 过 的 对 应 , 而 具体 对 应 法 则 是 a Ha € A 
加 指 已 在 9 下 的 象 , 即 By = {z€ A'lz = bp,b€ B}. 
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n 
a= > Qiai, oi EF. 
这 1 


若 5e4 而 0= 》 Piai, 则 
b= > aigji(aiaj). 
2 


这 样 , 基 元 之 间 的 乘法 表 就 完全 确定 了 整个 代数 4 的 乘法 运算 了 . 易 见 4 是 结 
合 代数 , 当 且 仅 当 基 元 之 间 的 乘法 满足 结合 律 , 即 


(aiaj)ak = ai(ajak), Vi,j,k. 


因此 , 要 给 出 域 F 上 n 维 结合 代数 4, 只 要 给 定 F 和 维 数 n, 再 给 定 4 的 某 个 基 
的 基 元 间 满 足 结合 律 的 乘法 表 就 行 了 . 

例 1.2.1 取 正 = 4 为 全 体 实 数 , 对 通常 数 的 加 法 和 乘法 ,4 是 实数 域 上 
的 一 维 结合 代数 . 易 见 这 个 代数 是 可 除 代数 , 即 有 1 es 4, 使 la = al = a,va € 4， 
且 对 任意 0 关 a e 4, 3 唯一 的 be 4, 使 得 ab = ba = 1. 或 简 言 之 , 说 一 个 代数 4 
是 可 除 代数 , 指 {4\0,-} 是 一 个 群 . 

例 1.2.2” 取 下 为 实数 域 而 C 为 复数 域 , 对 通常 数 的 加 法 和 乘法 , C 是 天上 
二 维 结合 代数 . 易 见 它 也 是 可 除 代数 . 

例 1.2.3” 取 下 为 实数 域 ,8 为 已 上 四 维 空间 以 1,i,j,k 为 基 , 定义 基 元 间 的 
乘法 表 如 下 : 


直接 检验 可 知 , 基 元 之 间 的 乘法 有 结合 律 , 因而 Q 是 结合 代数 . 1 是 Q 的 单位 元 . 
Q@ 中 元 称 为 四 元 数 . 

附注 ”@ 中 单位 元 1 和 域 F 中 的 单位 元 1 是 两 个 不 同 元 素 , 然而 用 同样 的 符 
号 将 不 致 引起 混乱 . 

Q 还 是 可 除 代数 , 这 可 由 下 述 方法 证 得 : Q 的 任意 元 a 可 唯一 地 表 成 


a=a1:1+a2:i+a3:j+aa:k, oa,.…,a4 EP, 


规定 


a=a:1— oi oj— aaa:k, 


1.2 有限 结合 代数 的 例子 省 


称 之 为 a 的 共生 元 . 直接 计算 可 得 与 复数 类 似 的 结果 : a.5=5.a = (a? 二 a3 十 
8 十 03) .1. 将 系数 of 十 o3 二 a3 二 a3 记 作 |al, 称 之 为 四 元 数 a 之 模 . 若 地 0, 则 
la| 关 0, 此 时 有 


a: (ea = (lal .a=1, 


即 Q 的 每 一 非 零 元 都 有 逆 元 , 即 Q 是 可 除 代数 . 
有 趣 的 是 , 上 面 3 个 例子 给 出 实数 域 上 所 有 可 能 的 有 限 可 除 结合 代数 , 这 就 是 
著名 的 Frobenius 定理 (参看 3.6 节 ). 
定义 1.2.1 ” 称 代数 4 为 单 代数 , 如 果 除 其 本 身 和 0 以 外 4 没有 别 的 理想 ， 
并 且 42 #0. 
由 于 42 是 4 的 理想 , 如 果 4 没有 真理 想 ( 即 异 于 4 本 身 和 0 的 理想 ), 则 必 
有 4? = 0 或 4? = 4. 因而 单 代数 的 定义 中 要 求 42 关 0 的 这 一 条 件 , 只 是 把 一 维 
` 零 乘 代数 (42 = 0 的 代数 4, 称 为 零 乘 代数 ) 这 一 简单 情况 排除 在 外 . 
易 见 , 可 除 代 数 是 单 代数 . 单 代数 不 一 定 是 可 除 代数 可 由 下 例 看 出 . 
例 1.2.4 设 忆 是 任意 域 , n 为 任意 正 整数 , 令 五 ,为 上 nxn 矩阵 的 全 体 ， 
则 对 通常 的 矩阵 运算 , , 是 上 n? 维 结合 代数 . 令 eij 为 第 i 行 第 j 列 交叉 处 为 
1, 其 余 位 置 全 是 0 的 矩阵 , 并 将 称 之 为 矩阵 单位 , 则 eij,i,j = 1,…,n 组 成 及 的 
一 个 基 , 其 乘法 表 为 


Eij em = Eims bhl,m=1,.…,n, 


其 中 , 5 为 Kronecker 符号 ( 即 当 j =1 时 , 5 = 1, 否则 6;1 = 0). 

五, 是 一 个 单 代数 . 欲 证 此 , 只 需 证 0 关 a e 及 , 则 a 所 生成 的 理想 (a)( 即 包含 
4 的 所 有 理想 之 交 ) 必 等 于 瑟 . 设 a=》 aijeij, ai E F. 因为 a 关 0,ai 中 必 有 
一 , 说 是 se 关 0. 用 及 的 元 素 右 乘 或 左 乘 a, 其 结果 当然 仍 属于 理想 (a), 故 


Qa (essaei) = est € (a), 


Cis€stetj = Cij E (a), Vi,j, 


即 全 部 基 元 ei; 都 在 (a) 中 , 故 (a) = F，, 即 证 得 及 是 单 代数 . 

在 第 2 章 中 将 看 到 , F 上 有 限 结合 单 代数 可 通过 F 上 可 除 代数 以 及 瓦 完全 
刻画 之 . 

例 1.2.5 设 4 为 域 F 上 的 n 维 空间 . 在 4 中 引进 零 乘法 , 即 规定 4 中 任 
意 两 个 元 素 的 乘积 都 是 零 . 这 样 4 成 为 零 乘 代数 , 这 样 的 代数 当然 是 结合 代数 . 

例 1.2.6 ” 设 下 为 任意 域 ,n 为 任意 大 于 1 的 正 整数 . 设 N 为 已 上 所 有 上 三 
角 n xn 和 矩阵 的 集 , 即 N 为 一 切 形 如 
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的 矩阵 全 体 , 矩阵 a 的 主 对 角 线 以 上 的 三 角 地 带 可 添 写 FF 中 任意 元 素 而 其 余 位 置 
都 添 零 . 易 见 NN 是 已 上 1+2+…+ -1 = n(n 一 1)/2 维 结合 代数 . 直接 计 
算 可 知 , N 中 任意 n 个 元 素 之 积 必 为 零 , 即 有 a1a2…an = 0, vaie N, 或 N" =0. 
称 具 有 这 样 性 质 的 代数 为 坚 零 代数 . 这 样 , 代数 NN 是 寡 零 代数 . 

例 1.2.7 设 忆 为 任意 域 . G 为 任意 有 限 群 , 其 运算 记 作 乘法 , 其 元 素 记 作 
gg 以 G 的 元 素 为 基 元 可 得 F 上 的 一 个 n 维 向 量 空间 F[G], 其 元 素 具有 
形状 aigi,ai e 已 把 FIG] 的 基 元 g; 间 的 乘法 就 规定 为 群 G 中 的 乘法 , 这 样 
PIG] 便 成 为 已 上 的 代数 . 由 于 群 G 的 乘法 有 结合 律 , 故 FIG] 是 结合 代数 , 称 之 为 
群 代数 . 群 代数 对 群 的 表示 论 有 重要 意义 . 

关于 例子 暂时 就 给 出 这 一 些 . 在 这 些 例子 中 , 可 除 代数 和 零 乘 代数 是 两 种 极端 
类 型 . 单 代数 接近 可 除 代数 而 较 之 宽 , 窜 零 代数 靠近 零 乘 代数 而 较 之 广 . 研究 单 代 
数 与 军 零 代数 这 两 类 有 鲜明 特点 的 代数 类 , 并 利用 它们 去 刻画 任意 有 限 结合 代数 ， 
是 今后 讨论 结合 代数 结构 的 主要 途径 之 一 . 

下 面 给 出 两 个 简单 的 定理 . 

定义 1.2.2 ”说 代数 4 的 元 素 a 是 左 零 因子 , 如 果 a 关 0 且 30 承 be 4, 使 
ab 二 0. 类似 地 可 定义 右 零 因 子 . 左 、 右 零 因子 统称 为 零 因子 . 

定理 1.2.1 ”车 己 上 有 限 代 数 4 没有 零 因子 , 则 4 必 是 可 除 代 数 . 

证 任 取 4 的 一 个 基 a1,…,an. 车 0 了 关 aeE 4, 则 aal,…,aan 在 上 线性 
无 关 , 因 若 有 不 全 是 零 的 已 中 元 oi, 使 ai(laa) = 0, 因而 


ay》 aiai =0, 


即 a 是 左 零 因子 , 与 假设 矛盾 . 这样 aa1,… ,aan 组 成 4 的 一 个 基 , 因而 对 任意 
be 4, 必 有 


b=P(aa) +:…+ hn(aan) =a: DPiai, 


故 知 az =b 永远 有 解 . 由 于 没有 零 因 子 , 易 见 方程 uz = b 的 解 还 是 唯一 的 . 同 理 
可 证 方程 za = 也 有 唯一 解 . 这 样 {A\0, -} 是 群 , 即 4 是 可 除 代数 ， 四 


@ 符号 “|” 表 示 证 明 完毕 


1.3 ”结合 代数 的 表示 “7. 


定理 1.2.2 设 A 是 F 上 有 单位 元 1 的 代数 , K 是 4 的 子 代数 ,1eEK 且 K 
是 忆 的 扩 域 , 则 有 
(A:K)(K:F)= (A4:F,), 


其 中 , (4 : K) 表示 天 上 向 量 空间 4 的 维 数 , 其 他 同 理 . 

证 设 a,…,as 是 天 上 向 量 空间 4 的 一 个 基 , ki,… ,ki 是 下 上 向 量 空间 
天 的 一 个 基 . 今 证 iaj,i = 1,…,t,j = 1 …,s 是 已 上 向 量 空间 4 的 一 个 基 . 首 
先 证 明 它们 在 F 上 是 线性 无 关 的 . 若 有 ai; e 使 


aaa =0, 
bh 


则 有 
> (5 ou ai=0. 
了 Ni 
由 oj =1,…,s, 在 上 是 无 关 的 , 故 有 
Dak =0, Vi. 
由 心 站 = 1 … 导 在 已 上 是 无 关 的 , 故 有 


Qij =0， Vi 


即 证 得 kaj 在 F 上 是 无 关 的 . 其 次 证 明 kiaj 是 FF 上 向 量 空间 4 的 一 组 生成 元 . 
对 任意 ae 4, 有 
a= Pa, Piek, 


而 
B=D ayk, aijeF. 


所 以 


a= DD okia;. 
Fi 


至 此 证 得 有 qj(i 一 1,…,t;j =1,…,s) 是 A 在 上 的 一 个 基 , 这 样 (4: 下 ) = st 二 
(A:K):.(K:F). | 


1.3 结合 代数 的 表示 


对 于 一 个 抽象 给 出 的 代数 系统 , 总 是 希望 用 具体 的 代数 系统 去 表示 它 . 任意 一 
个 群 可 用 一 个 集 的 变换 组 成 的 群 来 表示 它 ， 也 可 用 一 些 可 逆 矩 阵 的 乘法 群 来 表示 
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它 , 任意 一 个 环 可 用 一 个 Abel 群 的 自 同 态 组 成 的 环 来 表示 它 . 对 比 着 环 , 用 类 似 方 
法 可 把 任意 一 个 结合 代数 用 向 量 空间 的 线性 变换 或 矩阵 组 成 的 代数 来 表示 ， 首 先 
给 出 

定义 1.3.1 设 4 是 域 上 的 有 限 结合 代数 , yp 是 上 代数 4 到 上 全 算 
阵 代数 及 (mn 是 某 个 正 整数 ) 内 的 一 个 (代数 的 ) 同 态 对 应 , 称 y 为 代数 4 的 一 个 
表示 , 称 n 为 表示 的 阶 数 . 

两 个 表示 pi, ps 说 是 等 价 的 , 如 果 它 们 的 阶 数 相同 , 并 且 存在 一 可 逆 矩 阵 5， 
使 ap1 = S(ap2)S !,vae A. 

易 证 , 等 价 是 表示 之 间 的 一 个 等 价 关系 . 

设 p 是 代数 4 的 一 个 表示 , ap =T(a) € Fn,ae 4. 取 V 为 上 一 个 向 量 空 
间 , 取 ww,v2,… ,vn 为 V 的 一 个 基 . 这 时 4 中 元 素 a 可 通过 表示 ” 以 自然 方式 解 
释 为 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 即 规定 


U1 
(Qan))| 
Un 
vl 
= (al ,an)T(a)| : |, zeV, 
久 


注意 到 yp 是 代数 4 到 代数 及 内 的 一 个 同 态 对 应 , 直接 验证 可 得 


Ta= 


(z+W)a=zat+ya, (ar)a= zlaa) = a(za)， 


z(a+b) =za+zb, z(ab) = (za)b. 


例如 , 来 验证 一 下 等 式 z(ab) = (za)b, 有 


VL 
z(ab) = (ai ,on)T(ab)| : 
Un 
= (0 on) TA)TO)) : | 
vn 


1.3 ”结合 代数 的 表示 由 


V1 
(za)b= | (al ,an)jT(a)| : b 
Un 


v1 
= (aa an)TA)TO)) : |: 
vn 
故 得 该 等 式 . 


这 样 便 该 有 下 面 的 定义 : 

定义 1.3.2 ” 设 4 是 域 上 有 限 结合 代数 ,V 是 域 上 有 限 维 向量 空 间 , 如 
果 还 有 一 个 运算 V x 4 了 一 V, 运算 结果 记 作 za,z e 内 ae 4, 称 之 为 模 运算 , 且 它 
满足 下 列 条 件 : 


(D (z +)a = za + ya; 


(i) z(a +b) = za + xb; 

(ii) z(ab) = (za)b; 

(iv) (az)a = z(aa) = a(za). 
Va E zy EV,a,bE 4. 称 V 是 代数 4 的 表示 空间 或 代数 4 的 代数 模 (或 右 代 
数 模 , 为 了 突出 代数 4 的 元 素 从 右 侧 作用 到 V 上 ). 


代数 4 的 两 个 代数 模 V,V' 说 是 同 构 的 , 如 果 有 V 到 V' 上 的 一 个 一 一 对 应 
0:7 一 2 使 


(zl 十 za) = 721 + 9, 
(za) = za, 


(ar)’ = az/. 


相应 地 , 可 定义 代数 模 的 同 态 、 代 数 子 模 、 商 模 等 概念 . 

相应 于 定理 1.1.1~ 定理 1.1.3 的 定理 对 于 代数 模 也 是 成 立 的 . 

代数 4 的 代数 模 与 环 R 上 的 模 的 区 别 就 在 于 前 者 的 定义 中 增加 了 (iv) 等 式 
这 一 要 求 . 它们 是 很 接近 的 概念 , 所 起 的 作用 也 是 类 似 的 . 

上 面 的 讨论 说 明代 数 4 的 一 个 表示 可 规定 代数 4 的 一 个 代数 模 . 互相 等 价 的 
表示 所 对 应 的 代数 模 也 必 是 彼此 同 构 的 . 这 是 因为 , 若 yp1, xys 是 代数 4 的 两 个 互 
相等 价 的 表示 , 即 opl = S(apa)S-1,va e 4, 其 中 , S 是 n 阶 可 逆 矩 阵 , 则 表示 w， 


DV x 4 表示 集 V 和 集 4 的 卡 氏 积 


“10. 第 1 章 ”有限 结 合 代数 的 基本 概念 


所 对 应 的 代数 模 Vi 之 模 运 算 的 定义 式 为 


Vil Vil 
: a= (api) : ， 1=1,2, 
Vin Vin 


其 中 , vn,… ,vin 是 向 量 空间 Vi 的 基 ,i = 1,2, 而 ”为 表示 pi, ps 相同 的 阶 数 , 关 


系 式 
VI1 V2l 
: |o=s| : 
Vin Von 


所 确定 的 向 量 空间 Vi 到 向 量 空间 Vi 的 同 构 对 应 , 不 难 验 证 也 是 代数 模 Vi 到 代数 
模 Vs 的 同 构 对 应 , 即 证 得 等 价 的 表示 对 应 的 代数 模 是 同 构 的 . 
反 过 来 , 给 定 代数 4 的 一 个 代数 模 V. 任 取 V 的 一 个 F- 基 Dw,… ,wn, 则 有 ， 
对 任意 ce 4， 
Via 一 oaoi oj EF 


| : J BE ) 其 中 , T(a) = (Qs). 
Un Vn 


直接 验证 可 知 yp : oh T(a) 是 代数 4 到 , 内 的 一 个 同 态 对 应 , 即 p 是 代数 4 的 
一 个 表示 . 取代 数 模 V 的 不 同 F- 基 , 依 上 法 将 得 到 代数 4 的 不 同 表示 , 但 是 注意 
在 不 同 的 基 下 同一 个 线性 变换 所 对 应 的 矩阵 彼此 相似 , 而 这 个 相似 变换 是 由 此 二 基 
之 间 的 转换 矩阵 来 实现 的 , 可 知 这 些 表示 都 是 彼此 等 价 的 . 

这 样 讨论 代数 的 表示 与 讨论 代数 的 代数 模 就 本 质 言 就 是 完全 一 样 的 了 ， 形 式 
上 , 表示 是 把 代数 的 元 素 和 和 矩阵 联系 起 来 , 代数 模 则 把 它 和 向 量 空间 的 线性 变换 联 
系 起 来 . 

为 了 更 进一步 的 说 明 这 一 点 , 在 这 里 再 讨论 两 个 概念 . 

定义 1.3.3 ”说 代数 4 的 一 个 表示 落 是 可 约 的 , 如 果 存 在 与 w 等 价 的 一 个 表 
示 p, 有 性 质 

了 _ (Ta So) 
“~-70-( Ts(a) 上 Va€ A, 

其 中 , Ti(a) 是 ni x ni 矩阵 , T;(a) 中 有 非 零 矩阵 , ni > 0,i = 1,2, 而 0 表 no xni 
零 矩 阵 , 否则 就 说 表示 水 是 不 可 约 的 或 既 约 的 . 
ao V 的 F- 基 指 域 FF 上 向 量 空 间 V 的 一 个 基 . 


1.3 ”结合 代数 的 表示 11: 


定义 1.3.4 ”说 代数 4 的 一 个 代数 模 V 是 既 约 的 , 如 果 VA 关 0 且 V 没有 异 
于 本 身 和 零 的 代数 子 模 , 否则 就 说 V 是 可 约 的 . 非 零 的 既 约 代数 模 叫做 单 代数 模 . 

这 时 有 下 面 的 结果 : 

定理 1.3.1 ”代数 4 的 表示 yp 是 既 约 的 当 且 仅 当 yp 所 对 应 的 代数 模 是 既 约 
的 . 

此 定理 的 证 明 留 给 读者 , 它 的 证 明 也 可 由 下 面 的 讨论 得 到 . 

考察 上 代数 4 的 一 个 可 约 表 示 w, 不 妨 认定 


Tila) S(a) 
ap=T(a)= ( 0 Tula) ) ， VaE€ A, (1.3.1) 
其 中 , Ti(a) 是 ni x ni 矩阵 而 m > 0, i = 1,2,n = nm 十 nz 是 表示 yp 的 阶 数 . 直接 
验证 可 知 pi : a 一 Ti(al,pa : a 一 Ta(o) 是 代数 4 的 两 个 阶 数 较 n 为 低 的 表示 ， 
即 可 约 表示 可 导出 阶 数 较 低 的 一 些 表示 . 

为 了 用 代数 模 的 语言 来 说 明 上 述 现象 , 作 可 约 表示 yp 相应 的 代数 模 了 :V 是 
以 1,… ,vn 为 F- 基 的 向 量 空间 而 模 运算 规定 为 


全 U1 
: a=T(a) : 
vn Un 


注意 到 T(a) 的 形状 (1), 可 以 看 到 由 vw,+1,… ,vn 生成 的 na 维 子 空间 Vs 恰 是 了 
的 代数 子 模 , 这 是 因为 


Vnit+1 V1 Vni+1 
:a=OT)| : | =mol :| 
vn Un vn 


易 见 友 就 是 与 上 面 的 表示 yp2 相对 应 的 代数 模 . 

另 一 方面 , 利用 代数 模 V 的 一 个 代数 子 模 公 , 按 下 面 方法 可 得 一 个 代数 模 : 取 
向 量 空间 V 关于 子 空间 Vs 的 商 空间 六 = V/Vs, 其 元 素 为 5 二 vw 十 仿 . 规定 模 运算 
为 


va=Ta, VieV,aeAh. 


由 于 V2 是 代数 子 模 , 上 面 运算 的 定义 与 代表 无 关 . 直接 验证 可 知 了 对 此 模 运算 作 
成 一 个 代数 模 , 称 之 为 代数 模 V 关于 代数 子 模 码 的 代数 商 模 , 仍 记 作 V/Vs. 采用 
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代数 商 模 V/ 翁 的 F- 基 硬 ,… ,Th,, 则 


而 Ta wT 
ca Se : =Ti(@)| : |， 
Dn Tria Tn 


即 商 模 V/Vz 就 是 与 表示 yp1 相应 的 代数 模 . 

总 之 , 若 可 约 表示 pg 相应 的 代数 模 是 V, 则 可 约 表示 yp 所 导出 的 表示 yp2, p; 
顺序 相应 于 V 的 代数 子 模 WW 与 V 的 代数 商 模 V/V2. 

定义 1.3.5 ”FF 上 代数 4 的 一 个 表示 y 叫做 忠实 的 , 如 果 ” 是 一 个 一 一 对 应 ， 
即 如果 wp 是 上 代数 4 到 全 矩阵 代数 已, 内 的 同 构 嵌 入 . 

定义 1.3.6 ”代数 4 的 代数 模 V 称 为 是 忠实 的 , 如 果 对 任意 we A, 由 Va=0 
必 有 a = 0. 

易 见 , 忠实 代数 模 所 决定 的 表示 是 忠实 的 , 而 忠实 表示 所 对 应 的 代数 模 是 忠实 
的 . 

关于 代数 的 表示 的 一 般 概念 暂时 介绍 到 此 . 下 面 来 说 明 任意 一 个 忆 上 有限 结 

合 代数 都 有 忠实 表示 . 

代数 4 本 身 可 以 很 自然 地 解释 成 为 代数 4 的 代数 模 : 4 是 已 上 向 量 空间 , 而 
模 运 算 就 采用 代数 4 的 乘法 rw( 由 于 定义 的 代数 模 都 是 右 模 , 故 在 za 中 , 左 侧 的 
元 素 > 应 看 成 是 代数 模 4 中 的 元 素 , 而 右 侧 的 元 素 a 应 看 成 是 代数 4 的 元 素 ). 直 


表示 (在 等 价 的 意义 下 是 唯一 的 ) 称 为 代数 4 的 正则 表示 . 

首先 设 4 是 有 单位 元 1 的 代数 . 此 时 代数 4 的 正则 代数 模 是 忠实 的 , 这 是 因 
为 ,车 Aa = 0, 必 有 1.4 二 0 即 a=0. 这 样 4 的 正则 表示 即 是 4 的 忠实 表示 , 亦 
即 有 单位 元 的 nn 维 代数 4 可 看 成 是 ,的 一 个 子 代数 . 

其 次 设 4 是 上 nn 维 代数 , 没有 单位 元 . 此 时 可 先 将 代数 4 同 构 霸 入 有 单位 
元 的 n+1 维 结合 代数 中 去 . 为 此 考虑 由 形式 元 素 对 组 成 的 集合 


A'= {(a,o)la € A,a e F}. 
利用 4 中 的 运算 , 可 如 下 定义 4' 中 的 运算 : 


(a,a) + (6,8) = (a+b,a+p), 
Tr(a,a) = (ra, ra), 
(ao : (6,8) = (ab + ab + Ba, of). 


直接 验证 可 知 4' 是 上 结合 代数 , 其 维 数 为 n+1 且 (0, 1) 是 4 的 单位 元 . 对 
应 a 一 (a,0) 是 代数 4 到 代数 4' 内 的 同 构 嵌 入 . 如 果 将 a 和 (a,0) 等 同 起 来 可 认 
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为 4 是 4 的 子 代数 . 由 上 面 的 讨论 4' 可 看 成 及 + 的 子 代数 , 这 样 4 也 就 可 以 
看 作 Fa+1 的 子 代数 了 . 这 也 就 是 说 , 代数 4 有 一 个 忠实 表示 , 其 阶 数 为 n+ 1. 

总 之 , 一 切 有 限 结合 代数 都 可 看 成 是 全 和 矩阵 代数 的 子 代数 , 这 一 点 有 时 对 我 们 
是 有 帮助 的 . 这 和 一 个 群 可 以 看 成 对 称 群 的 子 群 , 一 个 环 可 以 看 成 一 个 Abel 群 的 
自 同 态 环 的 子 环 是 完全 平行 的 . 然而 全 甜 阵 代数 的 子 代数 是 很 复杂 的 , 因而 这 个 结 
果 对 我 们 的 帮助 是 很 有 限 的 . 

最 后 , 证 明 两 个 定理 . 

设 4 是 有 单位 元 的 FF 上 代数 . 可 以 用 下 面 的 方式 来 讨论 4 的 正则 表示 . 设 
ae 4, 则 元 素 a 可 确定 向 量 空间 4 的 两 个 线性 变换 


Ra: zh za， 
Lo: zh ar, 


ZE4. 


由 于 A 有 单位 元 1 而 1R。 = a,1L。 = a, 故 当 a 关 b 时 , R。# Rs, La 用 
4R(4z) 表示 一 切 Ra(L。),a e 4 的 集合 , 则 对 线性 变换 的 运算 言 , 它们 都 作成 上 
代数 . 此 时 , 对 应 yp : a R。 是 代数 4 到 代数 AR 上 的 同 构 对 应 , 而 对 应 : ah La 
是 代数 4 到 代数 4z 上 的 反 同 构 对 应 , 即 w 是 一 一 对 应 且 有 性 质 

(0) (a + by = ay + bw; 

(i (aa)w = a(ay); 

(ii) (ab)y = (bw)(ay), 
这 是 因为 rras = (ab)z = a(bz) = a(zLs) = (tLy)La = zLoLa. 

9 实际 上 就 是 4 的 正则 表示 , 而 w 则 可 称 之 为 代数 4 的 反 表示 ( 即 在 表示 的 定 
义 中 用 上 面 的 (ii) 代替 保持 乘法 运算 的 要 求 ) 如 果 代 数 ( 右 ) 模 是 相应 于 代数 的 
表示 , 则 读者 不 难 去 定义 代数 左 模 以 相应 于 代数 的 反 表 示 . 

将 上 面 结果 写成 定理 形式 便 是 

定理 1.3.2 ” 设 4 是 有 单位 元 的 代数 , 则 代数 4 同 构 于 代数 An, 而 反 同 构 于 
代数 47. 

作为 正则 表示 的 一 个 简单 应 用 , 给 出 如 下 定理 : 

定理 1.3.3 ” 设 4 是 有 单位 元 1 的 有 限 代数 , 若 ab = 1, 则 必 有 ba = 1, 因而 
a,b 互 为 逆 元 . 

证 “不妨 把 4 看 成 ,的 子 代数 , 而 1 是 单位 矩阵 , a,b 是 F 上 的 和 矩阵， 这 
样 , a 的 行列 式 不 为 0, 因而 是 可 逆 矩 阵 , 由 逆 矩 阵 的 唯一 性 得 ba = 1. | 


1.4 直 和 
在 1.2 节 中 , 利用 乘法 表 可 以 构造 一 些 有 限 结合 代数 . 利用 已 知 的 一 些 代数 通 
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过 一 定 的 方法 去 构造 新 的 代数 , 是 一 种 更 重要 的 获得 新 代数 的 途径 . 本 节 和 1.5 节 
介绍 这 类 方法 中 最 常用 的 两 个 . 本 节 介绍 作 直 和 的 方法 . 代数 的 直 和 与 群 的 直 积 是 
相 平行 的 概念 . 

设 A1, 42 是 域 上 两 个 有 限 结合 代数 . 考虑 下 面 的 集合 : 


A= {(a1,a2)|ai € Al,a2 € A2}, 


规定 (a1,a2) = (b1,b2) 当 且 仅 当 a = Daa = bo. 利用 代数 41, A 的 运算 , 照 下 面 
方法 来 引入 4 的 运算 : 
Aa(a1,a2) = (aa1, Qa2), a EF, 
(a1;42) + (bi1,b2) = (a1 + b1,a2 + b2), (1.4.1) 
(a1, 42) . (b1, b2) = (a1b1, a2b2), 


在 上 面 定义 中 可 以 看 到 , 如 果 把 4 中 的 元 素 (a1,a2) 看 成 向 量 的 话 , 那么 4 中 的 
运算 被 定义 为 按 分 量 去 进行 运算 . 当然 第 一 分 量 要 按 4; 中 的 运算 去 进行 而 对 第 
二 分 量 要 按 4 的 去 进行 ， 这 样 容 易 验证 , 当 4i, A2z 是 结合 代数 时 ，4 也 是 ; 若 
wi 三 1m,0jj 二 1…,m 顺序 为 41, A2 的 F- 基 时 (wi,0),i= 1,…,n,(0,v;)， 
了 = 1,…,m 合 在 一 起 组 成 4 的 F- 基 , 因而 代数 4 的 维 数 恰 为 代数 A1, A2 的 维 
数 之 和 . 

这 样 , 由 已 知 代数 41, 42 出 发 , 依 上 法 可 得 一 新 的 代数 4, 称 之 为 代数 A1, A2 
的 直 和 |. , 

为 了 更 进一步 看 清 直 和 4 和 4i, 42 之 间 的 联系 , 考虑 4 中 的 两 个 子 集 


Ai={(a, Olae A1}, A2={(0,b)lb e A2}. 
由 (1.4.1) 易 见 4 和 1, As 是 代数 4 的 理想 . 另 一 方面 , 令 


pi:a 一 (a0)，ac4i， 
pa:b— (0,b), be As, 


易 见 wi 是 4; 到 41 上 的 同 构 对 应 ,i = 1,2. 如 果 把 a 和 (a,0) 等 同 起 来 ,b 和 (0,) 
等 同 起 来 , 因而 4 和 4i,i= 1,2 等 同 起 来 , 这 样 4, 4i, 42 之 间 的 关系 就 是 

(i) 41, 42 是 4 的 理想 ; 

(人 A1N 42 = {0}; 

(ii) A= A1+ Az, 
即 向 量 空间 4 是 其 子 空间 4:, 42 之 和 . 

上 面 这 个 讨论 , 使 我 们 得 到 直 和 这 一 概念 的 另 一 种 说 法 , 即 若 代数 4 包含 有 两 
个 理想 41, 42, 它们 之 间 有 上 述 (i), (i, (ii)3 个 条 件 , 此 时 就 说 4 是 其 理想 41, A2 
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的 直 和 . 为 了 区 别 起 见 , 有 时 将 它 称 为 内 直 和 . 而 前 面 由 已 知 代数 41, 42 出 发 硬 造 
出 的 代数 4 为 41, 42 的 外 直 和 . 

外 直 和 、 内 直 和 都 可 推广 到 有 限 个 代数 4; 的 情况 , 这 就 是 

定义 1.4.1( 外 直 和 ) ” 设 4i,i = 1,…,n 为 上 有 限 结合 代数 令 4 = 
{(a1 ,anjla e hi,i = 1,…,n}. 规定 (a1,…,an) = (1,…,bn) 当 且 仅 当 a; = 
bai 二 1,…,n. 定义 运算 如 下 : 


ao)an) = (aa, Qan), a EF, 
(aiqn) + (bse, bn) = (a1 + b1,** ,an + bn), 
(Ql an) (bie, bn) = (a1b1, ,anbn), 


则 4 成 为 上 的 有 限 结合 代数 , 其 维 数 
(A:F)= (4: F). 
i=1 


称 代数 4 为 Ai,i = 1,…,n 的 外 直 和 . 

定义 1.4.2( 内 直 和 ) ” 设 4 是 一 个 有 限 结合 代数 , 4i,i = 1,…,n 是 4 的 子 代 
数 , 若 

() As; 是 代数 4 的 理想 ， i=1,.… 


(i) 4 = bi ( 子 空间 hi,i= 1,…,n 
(iii) 4 n2 = {0},vi 


((i), (ii) 说 明 向 量 空间 A 是 子 空间 4i,i = 1,…,n 的 直 和 ), 则 称 4 为 其 子 代数 
Ai,i = 1 的 内 直 和 . 
无 论 4 是 哪 一 种 直 和 , 都 把 4 记 作 4= 》 四 4 = 4 四 4 四 … 四 4 这 


不 会 引起 混乱 , 因为 如 上 述 那样 作 适 当 的 解释 , 这 两 个 直 和 的 意义 是 可 以 统一 起 来 
的 , 也 就 是 说 它们 之 间 是 同 构 的 . 

定义 1.4.3 ” 设 代 数 4 有 一 子 代数 A1. 车 存在 一 子 代 数 42 使 4= 4 四 42， 
则 称 41 为 4 的 直 和 项 . 

易 见 4 的 直 和 项 必 是 4 的 理想 , 但 4 的 理想 不 一 定 是 4 的 直 和 项 . 1.3 节 末 
谈 到 了 把 任意 一 个 代数 4 同 构 柑 入 到 有 单位 元 的 代数 4' 中 , 易 见 4 是 4' 的 理 
想 , 但 不 是 4' 的 直 和 项 . 

下 面 的 定理 讨论 直 和 的 初步 性 质 . 

定理 1.4.1 FF 上 有 限 结合 代数 4 中 有 nn 个 理想 4;,i = 1,…,n, 则 下 面 诸 
条 件 是 等 价 的 : 
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(4= 》 四 4 
i=1 


(2 A= DA 且 (4:F)= 2 2 
i=1 


(3) 4 的 元 素 可 唯一 地 表 成 4, 中 元 素 的 和 , 即 若 ae A 必 有 a 一 Daar eh 


i=1 
且 若 还 有 a= 》 aa e hi, 则 必 有 ai = al,i= 1,- 
(4) 存在 向 量 空间 4 到 子 空间 Ai 上 的 同 态 对 应 Pa 满足 Pipi = 500 让 本 是 
Kronecker 符号 且 = = 了 其 中 , 1 指 4 的 恒 等 自 同 构 . 


证 “由 于 水 都 是 理想 , 故 (1) 成 立 当 且 仅 当 向 量 空间 4 是 子 空间 4 的 直 和 ， 
而 (2), (3), (4) 刚好 是 保证 这 一 点 的 必要 且 充 分 条 件 ， | 

定理 1.4.2” 设 4; 是 代数 4 的 直 和 项 , 则 代数 4; 的 理想 B 也 是 4 的 理想 . 

证 因为 4; 是 直 和 项 , 故 有 A= 4 四 42. 由 A142 CS Ai 门 42 = {0},42A1 CS 
4 站 4 = {0}, 故 4142 = A2A1 = {0}. 因而 有 BA C BA1 Cc B. 同 理 AB Cc 
A1B Cc B, 故 知 B 是 代数 4 的 理想 . | 

作为 定理 1.4.1 和 定理 1.4.2 的 推论 ， 有 


定理 1.4.3 0) 车 4= 》 四 4 而 r 是 1 nm 的 一 个 各 换 , 则 有 4 = 
i=1 
四 4r0i 
i=1l 


n 天 
GO 车 4=》 四 4 而 4=》 四 4 则 
i=l i=1 


4=- 半 学 @4s. | 


i=] j=1 

现在 来 看 一 些 例子 : 

例 1.4.1 零 乘 代数 41, 42 的 直 和 4 = 41 四 4 仍 为 零 乘 代数 . 

例 1.4.2” 徊 零 代数 41, 4z 的 直 和 4 = 4; 四 42 仍 为 寒 零 代 数 , 4 的 究 零 指 
数 等 于 A1, 42 的 军 零 指数 中 的 最 大 者 . 

例 1.4.3 单 代数 4i,i = 1,…,n 的 直 和 4 = 》 四 4i. 代数 4 已 不 是 单 代 
数 了 , 因为 A; 或 者 它们 中 若干 个 的 和 都 是 4 的 理想 . 还 知道 4 的 每 一 个 理想 都 是 
某 些 4; 的 直 和 , 这 样 4 共有 2" 个 不 同 的 理想 . 

为 了 说 明 这 一 点 , 设 0 关 B 是 4 的 理想 . 考虑 足 码 集 工 = {ilabe B,b = 》 aqj， 


其 中 , ai 关 0}. 对 任意 ie I, 有 be B 而 b= 》,aj,ai 关 0, 注 意 到 A;4; 6 
了 
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是 Kronecker 符号 而 单 代数 A; 内 没有 绝对 零 因子 ( 即 从 右 侧 或 左 侧 零 化 整个 代数 
的 非 零 元 素 ), 可 得 B 2 04; = (3%) hi ==aihi 了 0, 因而 BNAi;##0. 但 BNAi 
是 4; 的 理想 , 由 A; 的 单 性 得 B 门 A; = 4i, 即 得 对 任意 i e I, 有 A; CS B, 因而 
> 4i S B. 另 一 方面 显然 有 B C 》， 4i, 故 得 B = 》 4i, 即 证 得 4 的 每 一 理想 


iET iET iET 
都 是 某 些 4; 之 和 . 
取 了 为 了 在 集 {1,…,n} 中 的 补 集 , 则 显然 有 
全 全 je 区 让 
ET iEI’ 
即 知 4 的 任意 一 个 理想 都 是 4 的 直 和 项 . 这 样 顺便 还 证 明 下 面 定 理 的 一 半 , 定理 
的 另 一 半 留 作 练习 . 

定理 1.4.4” 设 4 是 有 限 结合 代数 . 4 是 单 代数 的 直 和 当 且 仅 当 4 没有 绝对 
零 因子 (4ae=0 或 ao4=0 仅 当 a=0 时 成 立 ) 且 4 的 任 一 个 理想 都 是 直 和 项 . 

例 1.4.3 中 的 代数 类 是 和 单 代数 很 接近 的 代数 类 . 这 是 一 个 重要 的 代数 类 . 为 
此 引入 

定义 1.4.4 ” 称 有 限 个 有 限 单 代数 的 直 和 为 半 单 代数 . 此 外 , 为 了 方便 约定 单 
代数 也 是 半 单 代数 . 

在 本 节 最 后 , 想 指 出 对 其 他 常见 的 代数 系统 (如 环 、 模 、 非 结合 代数 、 拟 环 (near 
ring) 等 ) 也 都 有 直 和 的 概念 . 作为 例子 , 也 由 于 以 后 要 用 , 在 这 里 给 出 上 代数 4 
的 左 代 数 模 ( 简 记 作 左 4- 模 ) 的 直 和 定义 . 

定义 1.4.5( 内 直 和 ) ” 左 4- 模 U 说 是 其 4- 子 模 Mi, Ms 的 内 直 和 , 如 果 

(UU= M+ Ma; 

( MN M2 = {0}. 

这 也 就 是 说 , 把 U 看 成 上 向 量 空间 时 , 是 Mi, M2( 看 成 是 子 空间 ) 的 直 和 |. 

定义 1.4.5'( 外 直 和 ) Mi, M2 是 两 个 左 4- 模 , 则 


U={(m,m2),m € Mi,m2 € M2} 
关于 下 面 规 定 的 运算 是 一 个 左 4- 模 : 
的 (mi ma) = (mr 二 ma = mma = ms 


(ii) (mi, m2) + (m,n2) = (mi + na, m2 + ni2); 
(ii) a(mi1, m2) = (ami, am2), a € F; 


(iv) a(mi, m2) = (ami, am2),a € A, 
称 之 为 左 4- 模 Mi, M2 的 外 直 和 |. 

与 代数 的 情形 完全 类 似 地 可 得 , 外 直 和 是 可 解释 成 为 内 直 和 的 , 因而 它们 是 可 
以 统一 起 来 的 . 故 两 种 情况 都 称 作 直 和 并 记 作 Mi 四 MX. 
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定义 1.4.6 ”说 左 4- 模 U 的 4- 子 模 M 是 U 的 直 和 项 , 如 果 存 在 4- 子 模 
N 使 U=M@N. 

定义 1.4.7 ”说 非 零 左 4- 模 U 是 弱 单 4- 模 , 如 果 U 除 本 身 和 {0} 外 没有 
其 他 的 4- 子 模 . 若 弱 单 4- 模 U 还 满足 4U 了 0, 则 称 之 为 既 约 4- 模 或 单 4- 模 . 

类 似 地 , 可 以 证 明 与 定理 1.4.4 完全 平行 的 定理 . 

定理 1.4.5 设 U 是 4- 模 且 知 U 是 下 上 有 限 空间 . U 是 弱 单 4- 模 的 直 和 
当 且 仅 当 U 的 任 一 个 4- 子 模 都 是 直 和 项 .| 

这 里 顺便 提 一 下 , 定理 1.4.4 和 定理 1.4.5 中 “有 限 ” 的 条 件 是 可 以 去 掉 的 , 当 
然 相应 地 应 引入 无 限 多 个 代数 或 模 的 直 和 的 概念 . 
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1.4 节 讨 论 了 直 和 即 把 一 个 代数 分 解 成 两 个 代数 的 有 特殊 性 质 的 和 . 在 
这 一 节 中 , 利用 乘法 考虑 类 似 的 构造 方法 , 即 把 一 个 代数 分 解 成 两 个 代数 的 积 . 在 
代数 4 中 加 法 和 乘法 是 不 匀称 的 . 例如 , 加 法 是 可 换 的 且 永远 有 恒 等 元 , 而 乘法 则 
是 不 可 换 的 且 不 一 定 有 单位 元 , 因而 讨论 起 “乘积 ”来 自然 有 些 麻烦 . 

与 直 和 类 似 , 也 有 内 、 外 定义 的 问题 , 这 次 从 内 定义 开始 . 

设 4 是 域 Fh 上 的 代数 , B,C 是 它 的 子 代数 , 并 且 知 道 bc = cb, vb e B,vceC， 
此 时 易 见 

BC= {了 Wi( 有 限 和 )|6; e B,cie c} 


是 4 的 一 个 子 代数 , 称 之 为 子 代数 B,C 之 积 . 有 兴趣 的 是 下 面 这 个 有 特殊 性 质 的 
积 的 概念 . 

定义 1.5.1( 内 张 量 积 的 定义 )” 设 4 是 域 上 代数 , 4', B,C 是 4 的 子 代 数 ， 
若 

(i) be=cb,vhbe B,vce Ci 

(i) A'= BO; 

Gi) (4': F)=(B: F).(C:F), 
其 中 , (4' : F) 表 F 上 代数 4' 的 维 数 , 就 说 上 代数 4' 是 代数 B,C 的 内 张 量 积 
(或 直 积 或 Kronecker 积 ), 记 作 4' = B@C. 特别 当 4 = 4' 时 , 说 代数 4 分 解 为 
其 子 代数 B,C 的 内 张 量 积 . 

注意 , (ii) 中 涉及 域 F, 这 样张 量 积 的 概念 是 和 基础 域 F 密切 相关 的 .这 一 
点 虽然 表面 上 看 和 直 和 是 相同 的 , 但 在 应 用 中 , 张 量 积 有 时 在 不 同 的 基础 域 上 进行 ， 
而 对 直 和 则 很 少 这 样 做 . 
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由 张 量 积 的 内 定义 , 不 难 根据 子 代数 B,C 的 乘法 得 到 代数 B@ C 的 乘法 表 . 
设 B,C 的 FF- 基 顺 序 为 b1,… ,bs;c1,…, ct, 而 乘法 表 为 


bibj = > 有， (1.5.1) 


chck = D7Rems (1.5.2) 
则 bicn,i=1,…,s,h=1,…,t 是 B@C 的 F- 基 , 而 它 关 于 此 基 的 乘法 表 为 


(bicn) (bjcx) = 2 momen). (1.5.3) 


这 样 , 上 面 关于 张 量 积 的 内 定义 就 启示 我 们 , 从 两 个 给 定 的 上 代数 B,C 出 
发 , 如 何 构造 出 新 的 代数 来 , 即 导出 张 量 积 的 外 定义 . 

定义 1.5.2 ” 设 给 定 已 上 结合 代数 B,C. 总 ,加 是 B 的 下 基 而 (1.5.1) 
是 相应 于 此 基 的 乘法 表 , c1,…, ct 是 C 的 下 基 而 (1.5.2) 是 相应 的 乘法 表 . 以 符号 
bich( 看 成 不 可 分 割 的 整体 ), i = 1,…, s, h = 1,…,t 为 基 , 作 一 个 上 向 量 空间 4， 
取 (1.5.3) 作 乘法 表 , 则 4 成 为 st 维 的 已 上 代数 , 叫做 代数 B,C 的 外 张 量 积 . 

B,C 是 结合 代数 , 易 知 4 的 基 元 素 的 乘法 (1.5.3) 满足 结合 律 , 从 而 4 是 结合 
代数 . 事实 上 ， 


[(bicn) (bcx)](bpca) = > PER (bncm) (bpca) 


nm 


一 末 羽衣 人 one ] 
乞 史 用 人 2 
= by BT 和 Ta(buco)， 


(bicn)[(bjcx) (bpca)] = Dai (bicn)(bncm) 


= (5 Garinbues) 
cr 和 


= >》 PB ykn(buco). 


nm us 


(bibj)bp = > Bbnbp = D> BBBrsbu, 


bi(bjbp) = > pp 一》 Pyp BY ba. 
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而 
(bibj)bp = bi(bjbp), 
所 以 
DPB = DP Vu 
同 理 
DM = wu 
故 有 


DB Bs = DY, mn Vu. 
a 


nm 


在 定义 B,C 的 外 张 量 积 时 , 选用 了 B,C 的 基 , 自然 发 生 问题 : B,C 的 外 张 量 
积 和 B,C 的 基 的 选择 有 关 吗 ? 有 下 面 的 定理 , 它 说 明 外 张 量 积 的 定义 是 合理 的 . 

定理 1.5.1 ”代数 B,C 的 外 张 量 积 由 B,C 唯一 确定 , 与 基底 选择 无 关 . 

证 设 矶 ,…,bs 与 以,…, 以 是 B 的 两 组 基 , X 是 其 过 渡 矩 阵 , 则 


A bi 
的 
= . ， = (2). 
b bs 
反之 
bh 站 
b. 的 
-| = 和 | |， 和 = 
bs bb 
其 中 ， 
1 0， ji 天 小 
两 组 基 的 乘法 表 分 别 是 
bibj >》 有 Do， 


U0 = (5 mh) Ce 和 | = zurisbwbr 
上 f bf 
= > TuTjf Plybn = bs mt] 以 
Lfn 


uw \bfn 
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同 理 , 设 cu ,co cc 是 C 的 两 组 基 , Y = (yx) 是 过 渡 和 矩阵, 而 了-! = 
(yx), 乘法 表 为 


Chck = >》 1 欢 cm， 
而 
J my | 
本 用 二 人 > mote ) cu 
了 wa 


以 bich 为 基 如 定义 1.5.1 所 述 作 代数 B,C 的 外 张 量 积 4, 以 bcs 为 基 作成 A1， 
乘法 表 分 别 是 


(bicn) (bjck) = D> PSI (bncm), 


nm 


Qi)= zaraypyka yn,). 
Lf nupqm,v 


令 p :Wh zynpbrcp, 并 线性 扩充 至 全 空间 , 即 得 p : 4' 一 4 》 ain(bic) 瞩 
hh 


tp 
Dainp beh,). 
hh 
下 面 来 证 明 4' 与 4 同 构 . 由 定义 可 知 , p 保持 加 法 和 数量 乘法 , 欲 证 保持 乘 
法 , 只 要 证 明 保持 基 元 之 间 的 乘法 即 可 . 
(be) (be) > wari PETurynpyka YY Yu (brcw) 


= DwariPyynpyha (bncm), 
Lf,npqm 


bch Driaynp(bicp), Wc Disyra(by, ca), 
Lp fq 


其 象 相 乘 得 
> zignpzi1yue(bcp)(brco) 
bp,f,q 
= viaynpriryeapB (bncm), 
Lp,f/qmnm 

所 以 


Pl(bich) (bck)] = pOch plbs eh). 
最 后 , 令 风 : bicnh Prt 经 验证 知 
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py = 14(4 的 恒 等 自 同 构 )， 

wp = 14'(4' 的 恒 等 自 同 构 )， 
故 知 p 是 4' 到 4 上 的 同 构 对 应 , 即 得 代数 B,C 的 外 张 量 积 在 同 构 的 意义 下 唯 
确定 . 定理 证 毕 ， | 

设 代数 4 有 子 代数 B,C, 且 知 BC = B @C 是 内 张 量 积 . 另 一 方面 , 取代 数 
Bi ~ B, C1 ~ C, 并 作 代数 Bi, Ci 的 外 张 量 积 Bi @ 和 C1. 若 取 定 代数 Bi 的 一 组 
基 号 ，……,bn 以 及 它 到 B 上 的 一 个 同 构 对 应 y, 代数 C1 的 一 组 基 c1,c2,… ,cm 
以 及 它 到 C 上 的 一 个 同 构 对 应 水, 则 易 见 icjih p(bi)w(c;) 所 确定 的 尺 上 向 量 空 
闻 Bi1@ 外 C1 到 尺 上 向 量 空间 B@nC 上 的 同 构 对 应 , 也 是 上 代数 Bi @ 外 Cn 
到 代数 妃 @ 内 C 上 的 同 构 对 应 . 这 就 是 说 , 任意 两 个 代数 的 外 张 量 积 与 这 两 个 代数 
(作为 某 个 代数 的 子 代 数 ) 的 内 张 量 积 是 彼此 同 构 的 . 由 于 外 张 量 积 依 上 定理 是 唯 
一 确定 的 , 故 由 此 也 知 内 张 量 积 是 和 它们 所 在 代数 无 关 的 . 这 样 两 种 定义 的 张 量 积 
就 统一 起 来 了 , 都 用 符号 B@C 表示 , 有 时 为 了 突出 是 在 域 上 作 的 张 量 积 而 记 
作 B@j;C. 

下 面 看 一 下 张 量 积 的 简单 性 质 . 

定理 1.5.2 (i) BQ@C=CQ@B; 

(i) (4®B)®C= 48(B QO). 

证 (i) 是 显然 的 . 为 了 证 明 ( 记 , 可 分 别 取 代数 4, B,C 的 F- 基 ai,bj,ck. 这 
样 (4 四 DB)@C 是 以 aibjcx 为 基 的 代数 . 同样 4@(B@C) 也 是 以 aibjcx 为 基 的 
代数 . 在 同一 代数 中 有 相同 基 的 两 个 子 代数 当然 是 相等 的 ， | 

定理 1.5.3 ”FF 上 代数 4 有 子 代数 B,C, B 的 元 素 与 C 的 元 素 乘法 可 换 且 
4= BC. 设 bh,…,bs 是 B 的 F- 基 , 则 4A=B@C 当 且 仅 当 由 > jbizi=0,zieC 
必 有 zi = 0,Vi. 

证 取代 数 C 的 一 个 已 基 co pcs, 则 mi=》 ainch,ain€E 也 


h 
车 已 知 4 = B@C, 则 bic; 组 成 4 的 一 个 F- 基 , 由 
0= bar = > Daincn = Dainbicn 
i i h hh 


得 an = 0,Vi,Vh, 因而 ri = 0,Vi. 
反之 , 车 已 知 由 》 bizi = 0 可 推 得 ri = 0, 今 证 必 有 (4 : EF)=(B:F)-(C:). 
为 此 只 需 证 st 个 元 素 bich 是 下 无 关 的 . 设 > ainbich = 0, 则 有 


0= > bi Daincn = DD bri. 
i h i 
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而 ri = 0,Vi, 因而 ain = 0,Vi,Vh. 这 样 由 (4: 书 ) = (B :下 ):(C :下 ) 以 及 定理 假 
设 便 得 4=B@C. | 

下 面 看 一 个 张 量 积 的 例子 , 把 它 写成 

定理 1.5.4 Fn@ Fn = Fm. 

证 设 ej,ij=1…,n; fhk;h 上 kk 二 1,…,m 分 别 为 五,, Fm 的 由 矩阵 单位 组 
成 的 F- 基 , 则 符号 eij fix 将 组 成 (外 ) 张 量 积 及 @ Fm 的 一 个 F- 基 , 其 乘法 表 为 


(eij fax) (epafst) = OjpOks(eigfht), 
其 中 , 6jp, 6ks 为 Kronecker 符号 . 若 令 


Cfhk = Uit(h—D)nj+(k—1)n, (1.5.4) 


依 上 乘法 表 直 接 验算 可 得 upg,p,q = 1,…,n.m 是 一 组 矩阵 单位 . 因而 F, @ Fm = 
Fnm. | 


更 具体 地 看 一 下 , Fa @ Fy = Fs.F, Fs 都 有 单位 元 , 故 其 张 量 积 Fs 该 含有 子 
代数 与 它们 同 构 . 依 (1.5.4) 可 知 , 对 应 


A 0 0 
4-(% “)r 0 AD .bh.0- ( | 
Qa3 ad4 过 0 0 
给 出 有 到 Fs 的 同 构 嵌 入 , 而 对 应 
Bu Ba Bs Bul B12lT BisT 1 0 
B=| Ba Ba pa | 上 | Bal Bl Bal |， 其 中 , I= ( ) 
Ba Ba bas Ba Baal osT 
给 出 玉 到 Fs 的 同 构 嵌 入 . 车 把 与 4B 相应 的 元 素 记 成 4@ B, 则 
BuA BA PsA 
4QB=| BaA po4 pa4 |. 
BaA BA B33A 


这 就 是 矩阵 论 中 矩阵 的 张 量 积 . 
下 面 再 看 一 个 例子 , 仍 把 它 写成 
定理 1.5.5 ”已 上 可 除 代数 D 与 尺 上 全 矩阵 代数 五, 之 张 量 积 是 单 代数 . 
证 设 A= FF@D. 由 定理 1.5.3, A 中 元 素 a 可 唯一 地 写成 


a= > Eijdij, 
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其 中 , di e DD, 而 eu 是 矩阵 单位 , 组 成 玉 的 基 . 
车 a = 5 enkdiu, 注意 到 及 的 元 素 和 D 的 元 素 乘法 可 换 , 则 有 
hk 


aa = 》 ejdienrdhe = 》 eienrdiydhy 


hk bh,sk 


= Dein - Ddindsx. 
ik A 


车 令 D 表 以 可 除 代数 D 中 元 素 作成 的 矩阵 全 体 , 则 对 于 通常 矩阵 的 运算 , 它 作成 
到 上 代数 . 易 见 , 由 上 面 的 讨论 得 , 对 应 


a= Dj evdsb (ds) 
3] 

给 出 记 ,@D 到 D,, 上 的 同 构 对 应 . 

利用 例 1.2.4 中 用 过 的 方法 , 同样 可 证 得 D, 是 已 上 的 单 代 数 , 其 维 数 为 n?.(D : 
F). | 

在 张 量 积 的 应 用 中 , 最 常 遇 到 的 问题 是 : 什么 时 候 有 单位 元 1 的 代数 4 可 分 
解 成 两 个 含 单位 元 1 的 子 代数 的 张 量 积 . 先 引入 

定义 1.5.3 ”也是 代数 4 的 子 代 数 , 称 C= {ze Alzb=bz,VbeB} 为 B 在 
4 中 的 中 心 化 子 . 

易 见 , B 的 中 心 化 子 C 是 4 的 子 代数 . 

定理 1.5.6” 设 上 代数 4 有 单位 元 1. 车 M 是 4 的 全 矩阵 子 代数 ,其 单 
位 元 也 是 1, 则 有 4 = M @C, 其 中 , C 是 M 在 4 中 的 中 心 化 子 . 

证 设 eioij=1 mm 是 M 的 由 矩阵 单位 组 成 的 基 . 设 ae 4, 令 


m 
Qhk = 》 eunaeku, (1.5.5) 


u=1 
则 
EijQhk = CihQEkj = QhkEij: 


故 有 ak e C. 反之 ,车 ce C, 则 c= cii. 故 得 


C= {ankyae Ah,k=1,..,m)}. 


因为 1= 多 cu 是 4 的 单位 元 , 故 由 (1.5.5) 得 


i=1 


> €ijQij = > Eijeuiaeju = > eiiaeuu 一 Q. 
bj bu 


bj 


习 是 ea 


这 样 便 有 4 = MC. 另 一 方面 若 对 任意 z3 eC 有 > eijz3 =0, 则 


订 
sn Zz 二 je 2 果 = 2P4 
0= epp > €ijT" | eqg = 3 eppeijeqqgT 7 = TreEpg, Vp,qg. 
bj 了 
之 n 
pq 一 了 pq， i 
"= CipT? "Cpgegi = 0. 


i=1 
依 定理 1.5.3 知 4=M@C. | 


习 题 


1.1 证 明定 理 1.1.1~ 定理 1.1.3. 

1.2 给 出 四 元 数 代数 关于 基 1, 二 六 上 的 正则 表示 , 这 个 表示 可 约 吗 ? 

1.3 ”给 出 全 矩阵 代数 关于 基 ev 的 正则 表示 , 这 个 表示 可 约 吗 ? 

1.4 给 出 四 元 群 在 有 理 数 域 上 的 群 代数 的 一 个 正则 表示 , 这 个 表示 可 约 吗 ? 

1.5 G =< a > 是 n 阶 循环 群 ,n > 1. 证 明 群 代数 FIG] 的 正则 代数 模 是 可 约 的 , 并 找 出 
-个 非 零 真子 模 , 从 而 它 的 正则 表示 也 是 可 约 的 , 写 出 一 个 等 价 表示 形 如 9) a ) 

2 
1.6 3 x 3 上 三 角 阵 N 的 正则 表示 忠实 吗 ? 将 N 嵌入 有 单位 元 的 代数 , 求 出 一 个 忠实 表 


不 . 

1.7 证 明定 理 1.4.4 的 充分 性 . 

1.8 仿照 代数 的 直 和 定义 , 定义 代数 模 的 内 直 和 及 外 直 和 . 

1.9 设 U 是 代数 4 的 代数 模 且 U 是 FF 上 有 限 空间 . U 是 弱 单 4- 模 的 直 和 当 且 仅 当 U 
的 任 一 个 A- 子 模 都 是 直 和 项 . 

110 设 N 是 4- 模 M 的 4- 子 模 ,而 p:M 一 N 是 4- 模 JM 到 4- 模 NN 的 同 态 对 
应 , 有 性 质 zp = z,Yz e N. 证 明 N 是 M 的 直 和 项 . 

1.11 用 第 二 种 方法 证 明代 数 B,C 的 外 张 量 积 由 B,C 唯一 确定 , 与 基底 选择 无 关 . 

(提示 : 给 定 已 上 代数 B,C, 分 别 取 基 如 ，… ,bs,c1,… ,cu, 以 bicn 为 基 作 外 张 量 积 B @ C. 
B,C 及 B@C 的 乘法 表 如 定理 1.5.1 所 述 . 

令 4 = {mb 十 … 十 ZabslYzs e C} 规定 4' 中 两 元 素 》 mi = 》 wb 当 且 仅 当 
zi 二 Ws Vi 定义 加 法 和 ? 


PD rib t+ Dyibi = D(zi + yi)bs, 
ay zib: = (az 


CE*) 5) -Es)* 


数 乘 


乘法 


.26. 第 1 章 有 限 结合 代数 的 基本 概念 


验证 4 成 上 代数 . 
令 p:A= A DD onlbicn) > > (5 eo) bi. 证 明 yp 是 同 构 .) 


pr [区 YE 

1.12 设 Q 是 实数 域 FF 上 四 元 数 代数 , 证 明 Q @rQ ~ Fs. (提示 : 参见 Jacobson 《抽象 
代数 学 )》 卷 I 练习 31.) 

1.13 设 @Q 是 实数 域 玉 上 的 四 元 数 代数 ,而 K 是 实数 域 尺 上 的 复数 代数 ,证 明 QQ@Fr 天 ~ 
Kz. 

1.14 设 天 同上 ,证 明天 四 r 开 ~ 天 四 天 

1.15 在 代数 4 中 有 4' = B@C. 对 任意 代数 A1, 如 果 4 有 子 代数 Bi, Ci, 使 bic! = 
cibi,Vb1 € Bicl e C1 以 及 BEB1,CXC1, 证 明 存 在 唯一 的 满 同 态 对 应 0 : B@C 一 BiC! 
使 (be)9 = (pp)j(cz),Yb e 了 ,ce C. 这 一 性 质 叫做 (内 ) 张 量 积 的 泛 性 . 

1.16 ”利用 泛 性 证 明 (内 ) 张 量 积 的 唯一 性 : 车 A = BQ@C'4 = BQ@C 而 也 ~ 
BC=C 则 4~ 4 

1.17 证 明代 数 B,C 的 外 张 量 积 总 可 以 看 成 某 一 代数 A 中 的 内 张 量 积 , 从 而 外 张 量 积 由 
B,C 唯一 决定 , 与 基底 选择 无 关 . (提示 : 分 别 讨论 B,C 有 单位 元 和 没有 单位 元 两 种 情况 .) 

上 述 三 题 给 出 了 张 量 积 唯一 性 的 另 一 种 证 明 . 

1.18 设 下 是 代数 闭 域 , 证 明 F 上 有 限 维 可 除 代数 只 有 一 个 , 即 本身. 去 掉 “ 有 限 维 ” 
这 个 条 件 , 此 命题 是 否 成 立 ? 

1.19 设 尽 是 有 单位 元 1 的 环 , 且 RR 中 存在 集 已 = {eijli,j = 1,…,n}, 具有 性 质 


@ eyek = bjket @ jen = 1 证明 R > Bn, 此 处 已 是 已 在 忌 中 的 中 心 化 子 , 即 


1 
B= {zlz e R,zeis = eijz,Ves € E}. 


第 2 章 根 与 TV 半 单 代数 


本 章 将 定义 徊 零 根 或 N 根 和 N 半 单 代数 . 这 样 便 把 同 存在 于 一 个 有 限 结合 
代数 内 部 的 两 种 成 分 一 一 等 零 成 分 和 半 单 成 分 在 一 定 意义 下 分 划 出 来 . 这 种 方法 
成 为 研究 环 、 代 数 以 及 群 等 许多 代数 系统 的 重要 格式 之 一 . 

在 本 章 中 代数 永远 指 结合 代数 . 


2.1 究 零 元 与 军 等 元 


在 整个 有 限 代数 类 中 , 在 第 1 章 中 曾 看 到 有 备 零 代数 和 半 单 代数 这 两 种 在 某 
种 意义 上 对 立 的 代数 类 .同样 在 一 个 代数 的 内 部 也 有 从 乘法 角度 来 看 截然 对 立 的 
元 素 类 , 一 种 是 和 零 元 相 类 的 寡 零 元 , 一 类 是 和 单位 元 相 类 的 军 等 元 . 

定义 2.1.1 ”在 代数 4 中 , 有 性 质 a* = 0,n 是 自然 数 的 元 素 称 为 罕 零 元 当 
咪 =0 而 oa" 天 0 时, 称 a 的 寡 零 指数 为 ". 零 元 的 寡 零 指数 是 1. 

定义 2.1.2 ”在 代数 4 中 , 若 元 素 e 尖 0 且 e? = e, 就 称 e 为 宕 等 元 . 

显然 , 寒 零 代数 的 元 素 都 是 寒 零 的 . 反 过 来 , 有 下 面 重要 的 定理 . 

定理 2.1.1 设 4 是 有 限 结合 代数 , 若 4 的 每 一 个 元 素 都 是 军 零 的 , 则 4 必 
是 察 零 代数 . 

证 4 是 有 备 零 子 代数 的 , 如 任意 察 零 元 素 a 生成 的 子 代数 (a) 都 是 , 或 者 更 
简单 的 说 , {0} 就 是 . 由 于 4 是 有 限 维 的 , 所 以 必 存 在 4 的 一 个 罕 零 子 代数 B, 在 
所 有 和 客 零 子 代数 中 , 它 的 维 数 极 大 ( 即 没有 比 B 维 数 真 大 的 寡 零 子 代 数 )， 由 此 得 
任意 真正 含 B( 即 含 B 而 异 于 B 者 ) 的 子 代数 A1 必 不 是 备 零 代数 . 

车 B = 4, 则 定理 得 证 . 今 证 若 B c 4, 则 必 将 引出 矛盾 . 设 徊 零 代数 B 的 寡 
零 指数 为 m. 

任 取 agB. 由 BmaBm = {0} C B 而 a B, 则 逐步 从 a 的 两 侧 乘 以 B, 必 可 
达到 非 负 整 数 s,t, 使 


C= B’aB'gB, 而 CB= BsaBt+lC B,BC= BtlaBtc B. (1) 
任 取 元 素 ce C 而 cg B, 则 
B={z+ylze B,ye (c)} 
是 子 代数 且 其 维 数 大 于 B 的 维 数 . 
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另 一 方面 , 若 设 赛 零 元 素 c 的 宪 零 指数 是 1, 利用 (2.1.1), 则 有 
Br =(B+(0))™ E(B+(0))" = B™ = {0}, 


即 Bi 是 寡 堆 代数 . 这 和 B 的 选择 相 矛 盾 , 故 得 定理 .| 

附注 ”上 述 定理 有 很 多 推广 . 这 里 所 用 的 证 明 给 出 一 个 显然 的 推广 . 说 一 个 代 
数 对 其 子 代数 有 极 大 条 件 , 车 在 其 子 代数 组 成 的 任意 非 空 集中 , 有 一 个 极 大 者 , 即 
它 不 包含 在 此 集中 任何 其 他 子 代数 中 . 显然 , 有 限 代数 对 其 子 代数 有 极 大 条 件 . 这 
样 读者 不 难 验 证 , 定理 2.1.1 可 推广 为 : 每 一 个 元 素 都 是 寡 零 的 结合 代数 4, 若 还 知 
4 对 子 代数 有 极 大 条 件 , 则 4 必 是 寡 零 代数 . 

定理 2.1.2” 设 4 是 有 限 结合 代数 , 若 4 不 是 寡 零 代数 , 则 4 中 有 圭 等 元 . 

证 设 W 是 4 中 一 切 非 蜂 零 子 代数 之 集 4e W, 故 W 不 空 . 由 于 W 中 
都 是 有 限 维 代数 且 维 数 小 于 或 等 于 4 的 维 数 , 故 必 有 一 子 代 数 B e W, B 的 维 数 
在 W 中 为 极 小 者 . 由 此 知 子 代数 B 是 非 寡 零 的 而 B 的 任意 真子 代数 都 是 肾 零 的 . 
B 中 至 少 必 有 一 非 寒 零 元 b, 否则 , 依 定理 2.1.1, B 将 是 究 零 的 了 .b 是 非 蜂 零 元 ， 
则 对 任意 正 整数 n,b* 也 是 非 寡 零 元 , 因而 (如 ) 都 是 非 寡 零 代数 . 由 B 之 选择 得 
B= (b"),n=1,2,.…. 

特别 有 be (好 ). 因而 b= f(3), 这 里 f(z) 是 基础 域 上 无 常数 项 的 多 项 式 ， 
这 样 


b= bg(b)b, 
其 中 , g(z) 是 FR 上 无 常数 项 的 多 项 式 , 因而 有 g(b) e B， 由 于 b 关 0, 元 素 e = 
0 人头 0 且 
ez = bg(b)bg(b) = bg(b) = e. 
e 即 是 所 求 的 寡 等 元 ， | 


2.2” 寡 零 根 (或 NN 根 ) 


在 本 节 中 将 证 明 , 任 一 有 限 代 数 4 都 含 一 唯一 最 大 的 寡 零 理想 N, 它 包含 A 
中 一 切 罕 零 左 理想 、 寡 零 右 理想 且 商 代数 4/N 不 再 有 非 零 的 守 夫 理想 了 . 

引 理 2.2.1 ” 守 零 代数 的 子 代数 和 商 代 数 都 是 寡 零 代数 . 

引 理 2.2.2 ” 设 B 是 代数 4 的 理想 . 若 B 和 4/B 都 是 军 零 代数 , 则 4 也 是 . 

证 ” 设 知 零 代数 A/B 和 B 的 寡 零 指数 分 别 为 m 与 k, 则 由 


(A/B)™=0 


知 Am C B. 因此 
(A)™ = (A™): (B= {0}. | 


2.2 备 零 根 (或 NN 根 ) .29. 


引 理 2.2.3 ”代数 4 的 任意 两 个 (因而 任意 有 限 个 ) 寡 零 理想 之 和 仍 为 寒 零 理 
想 . 
证 设 B1, Bo 是 4 的 寡 零 理想 . 首先 知 理想 的 和 Bi + B=C 是 4 的 理想 . 
其 次 
C/B1 = (Bi + B2)/Bi ~ Bo/Bi 站 B2， 


由 引 理 2.2.1 和 引 理 2.2.2 知 理想 C 是 寡 零 的 | 
引 理 2.2.4 设 B 是 代数 4 的 军 零 单 侧 理想 , 则 B 必 包 含 在 4 的 一 个 罕 堆 
理想 中 . 
证 例如, 设 B 是 寡 零 右 理想 , 其 宪 零 指数 为 k. 作 了 = B+ 4B. 易 见 I 是 
理想 , 而 在 1* = (B + 4B)* 的 展开 式 中 每 一 项 必 是 s 个 B 和 个 4B 的 乘积 , 而 
3 十 t= 二, 其 形状 , 如 可 能 是 


(4AB). B...B(AB)...(AB)(4B).….B. 


注意 到 B 是 右 理想 , 除去 可 能 有 一 个 位 于 最 左 端的 4 之 外 , 每 一 个 4 因子 可 用 其 
左 侧 的 因子 B 吸收 掉 , 因而 便 有 


I=(B+AB)}: C A(B)*+(B)*={0}. | 


现在 可 以 证 明 主 要 定理 了 . 

定理 2.2.1 ” 设 4 是 有 限 结合 代数 , 则 在 4 中 存在 唯一 最 大 的 罕 零 理想 N， 
具有 性 质 

(NN 包含 4 中 一 切 寒 零 单 侧 理想 ; 

(ii 4/N 中 没有 非 零 的 寡 零 理想 . 

证 令 是 4 中 一 切 寡 零 理想 之 和 , 则 N 是 4 的 理想 ,但 4 是 有 限 维 ，N 
也 必 是 有 限 维 的 . 因而 N 实际 上 是 有 限 个 宪 零 理想 之 和 . 由 引 理 2.2.3 知 , N 是 寡 
零 的 . 这 样 客 零 理想 N 包含 一 切 守 零 理想 , 故 N 是 唯一 最 大 的 寡 零 理想 , 由 引 理 
2.2.4 还 知 , N 还 包含 一 切 宪 零 单 侧 理想 . 这 样 便 得 (i). 

车 A/N 有 非 零 苗 零 理想 B/N, B 真 包含 N, 则 由 B/N 及 N 都 是 寡 零 的 , 由 
引 理 2.2.2 知 B 也 是 寡 零 的 . 另 一 方面 还 知 B 是 4 的 理想 . 这 样 B 是 真 包含 N 
的 寡 零 理想 , 这 与 (i) 矛盾 , 故 得 (ii)， | 

在 定理 2.2.1 的 基础 上 , 可 以 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 2.2.1 ” 称 有 限 结合 代数 4 的 唯一 最 大 军 零 理想 为 4 的 寡 零 根 或 V 根 . 

NN 根 为 零 的 有 限 结合 代数 叫做 N 半 单 代数 . 

定义 中 的 字母 N 指 宕 零 性 , N 根 意 指 关 于 宪 零 性 的 根 , 而 N 半 单 意 指 关于 军 
零 性 是 半 单 的 . 不 久 将 证 明 N 半 单 代数 即 是 半 单 代数 . 
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上 述 主要 定理 把 对 于 一 般 有 限 结合 代数 4 的 结构 的 研究 归结 为 下 面 3 个 问 


(1) 关于 N 根本 身 , 亦 即 寡 零 代数 结构 的 研究 ; 

(2) 关于 N 半 单 代数 结构 的 研究 ; 

(3) 给 定 寡 零 代数 B 和 N 半 单 代数 5. 找 出 一 切 结合 代数 4, 它 含有 一 个 与 
B 同 构 的 N 根 N 且 4/N ~ 5, 亦 即 找 出 由 寡 零 代数 B 借助 于 N 半 单 代数 5 所 
得 到 的 一 切 扩张 . 

定理 2.2.1 以 及 由 它 引 出 的 上 述 3 个 问题 是 研究 代数 系统 (例如 , 非 结 合 代数 、 
环 、 模 、 和 群 等 ) 结构 的 重要 途径 . 许 许多 多 的 研究 都 是 在 这 一 模式 下 进行 的 . 也 可 
以 说 是 以 代数 系统 的 扩张 这 一 构成 方法 为 核心 而 展开 的 关于 代数 系统 结构 的 研究 . 

下 面 给 出 一 批 N 半 单 代数 的 例子 作为 本 节 的 结束 ， 设 已 是 任意 域 ，G 是 
有 限 群 , 则 由 例 1.2.7 可 作出 有 限 结 合 代数 P[G]， 实 际 上 不 假定 群 G 是 有 限 的 ， 
按照 那里 的 方法 也 可 作出 (不 一 定 有 限 ) 结合 代数 FIG], 它 的 元 素 有 形式 : a = 
arz,ar € Fz eG 且 只 有 有 限 个 az 不 为 零 . 设 a = > ”ozz 是 FIG] 中 任意 


鞠 案 , 令 tr(a) 表示 a 的 表示 式 里 群 G 的 恒 等 元 1 的 系 狼 tr(a) = = oa, 则 容易 验 
证 : tr(a 十 月 = tr(a) 十 杂志 ( 可 推广 到 有 限 和 ), tr(aa) = atr(a),tr(ab) = tr(ba), 其 
中 ,a € Fa,be G. 
下 面 的 定理 将 给 出 一 批 N 半 单 代数 的 例子 , 在 证 明定 理 的 过 程 中 要 用 到 
引 理 2.2.5 ” 设 4 是 域 F 上 结合 代数 , 用 [4,4] 表示 由 4 中 一 切 交换 子 
[a,9] = ab 一 ba 生成 的 子 空间 , 如 果 charF = 了 > 0,4 =p",n > 1 是 整数 , 则 对 4 中 
任意 m 个 不 同 元 素 a1,…,am, 有 


Qi 十 十 Qam)? 二 a 十 … 十 a 十 bb， 
1 mm 


其 中 ,be [4, 44. 

证 “ 按 分 配 律 展开 (ai 十 … 十 am)? = a9 十 … 十 Qa% 十 b, 其 中 ,b 是 一 些 
乘积 ou .…ai。 的 和 , 而 种 ,…,is 取 自 {1,…,m} 且 至 少 有 两 个 是 不 相同 的 ， 设 
ww = oil aiy 是 5b 中 一 项 , 把 a;,,…,ai, 看 成 不 可 换 未 定 元 , 并 把 9 阶 循环 群 

= (a) 作用 在 w 上 : 规定 wa = ai ……aisaiytuas-l = ua ai 注意 到 
Wai—w = i a 0 a i = dc—cd € [A, A], 其 中 ,c=an:…ai,d = 
Qn aia 故 wai =w+zj,TiE[4,4. 令 B= {pe ColwB8=w}, 则 B 是 0 的 
一 个 子 群 . 显然 B 六 Cs, 否则 ,= … = 在 w,…,war-! 里 不 同 的 字 的 个 数 恰 
等 于 商 群 0,/B 的 阶 数 , 所 以 是 g 的 因子 ， 歼 为 zz 0<sgn. 这 ps 个 元 素 都 出 现 


在 b 中 且 每 个 只 出 现 一 次 , 它们 的 和 为 ma+ 2 二 2 [4 及 因为 下 特 


jl j=1 
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征 为 p. 把 这 ps 个 元 素 作为 一 类 , 按 这 种 方法 把 b 中 元 素 分 类 , 显然 不 同 的 类 是 不 
相交 的 . 因为 每 一 类 中 元 素 的 和 属于 [4,4, 故 bs[L44， | 

定理 2.2.2” 设 charF =p>0, 群 G 里 没有 阶 数 为 p 的 元 素 , 则 FIG] 里 没有 
完全 由 究 零 元 素 组 成 的 非 零 理想 . 

证 设 a= 》 ,ozz 是 FIG] 中 客 零 元 , 则 有 适当 大 的 mw 使 9 =p",ar = 0. 


rEG 


故 ar= (5 oa] = yagz4+0= 0, 其 中 ,be [FIG], FIG]]. 注意 到 tr([c,d]) = 
TFTEG 
0, 对 一 切 c,d e FIG], 故 tr(b) = 0, 所 以 0 = tr(a?) = 杂 (5 ot) = 
TEG 
9 

如 (Fo) 2 (E “) ， 注 意 到 G 中 没有 阶 为 p 的 元 素 , 故 

TEG z=1 TI=1 
z1 二 1 当 且 仅 当 z=1. 故 Dor=a, 故 tr(a) = al = 0. 

z=1 

设 工 是 FIG] 的 理想 , 其 元 素 都 是 军 零 的 . 设 a = > azz e 7, 则 对 每 个 > 也 
有 az-! e 了 是 备 零 元 , 故 us = tr(az-!) = 0 由 于 每 个 as = 0, 帮 a 二 0. 所 以 
I=0. | 

在 G 是 有 限 群 的 时 候 , FIGI 的 N 根 是 究 零 的 , 故 当然 是 由 宪 零 元 组 成 的 , 作 
为 定理 2.2.2 的 推论 , 有 

定理 2.2.3” 设 charF =p>0,G 是 没有 z 阶 元 素 的 有 限 群 , 则 FIG] 是 N 半 
单 代数 . 

第 6 章 将 从 另 一 个 角度 再 来 讨论 定理 2.2.3. 


2.3 ”Peirce 分 解 


在 此 引入 下 面 这 个 有 用 的 概念 . 

定义 2.3.1 设 4 为 代数 , S 为 4 的 一 个 子 集 . 令 Rs = {ze 4lSz= 0}. 称 
Rs 为 集 5 的 在 4 中 的 右 零 化 子 , 称 Rs 中 的 元 素 为 5 的 右 零 化 元 . 类 似 地 , 称 
1s={ze4lzs=0} 为 3 在 4 中 的 左 零 化 子 , 称 其 中 元 素 为 8 的 左 零 化 元 . 

易 见 , Rs(Ls) 是 4 的 右 ( 左 ) 理想 . 

设 。 是 代数 4 的 一 个 寡 等 元 .e 的 右 零 化 子 Re = {a 一 eala es 4}, 这 是 因为 ， 
形 如 a - ea 的 元 素 是 e 的 右 零 化 元 , 而 若是 e 的 右 零 化 元 , 则 有 eb = 0, 因而 
= 一 eb, 即 沁 也 具有 这 种 形式 . 类 似 地 可 得 L。 = {a 一 aela es A}. 

利用 守 等 元 e 可 以 把 4 中 元 素 表 成 一 些 有 特殊 性 质 的 元 素 之 和 . 
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例如 ， 
4a= (a— ea)+ea, (2.3.1) 


A= Re+e4. (2.3.2) 


e 是 右 理 想 eA 的 左 单位 元 且 是 右 理想 R。 中 元 素 的 左 零 化 元 . 这 样 4 便 表 成 关于 
e 有 特殊 性 质 的 一 些 元 素 的 和 . 易 见 R. 门 cA = {0}, 因而 这 种 表示 法 还 是 唯一 的 . 


Peirce 左 分 解 . 
类 似 地 , 有 
a= (a—ae)+ae, 
A= Le+ Ae, 


顺序 称 之 为 元 素 a 或 代数 A 关于 e 的 Peirce 右 分 解 . 
把 这 两 种 分 解 结合 起 来 , 可 以 得 到 更 加 细 的 分 解 . 直接 计算 可 验证 


a=eae+(ea— eae)+(ac— eae)+ (eae — ea— ae+ta). (2.3.3) 


右 侧 第 一 类 元 eae 的 全 体 是 e4e, 它 是 以 。 为 单位 元 的 子 代数 ; 第 二 类 元 ea - eae 
的 全 体 是 eL。, 它 是 以 e 为 左 单位 元 , 以 。 为 右 零 化 元 的 子 代数 ; 第 三 类 元 ae - eae 
的 全 体 Ree, 它 是 以 e 为 左 零 化 元 , 以 。 为 右 单位 元 的 子 代数 ; 第 四 类 元 的 全 体 B。 
刚好 是 4 中 一 切 满足 性 质 ze = 0 的 元 素 x 组 成 的 . 这 是 因为 , 这 种 形状 的 元 
素 显然 从 左右 零 化 6, 而 若 ze = ez = 0, 则 z = ere 一 er 一 ze+z 也 具有 这 种 形状 . 
这 样 有 


4=e4e+eLe+ Ree 二 Bc ( 子 空间 的 直 和 )， (2.3.4) 
并 且 它 们 之 间 有 下 列 关系 : 
ReLe CBe, LeAC LeRe, AReC LeRe: (2.3.5) 


将 (2.3.5) 中 各 式 的 证 明 留 给 读者 . 

下 面 将 称 (2.3.3), (2.3.4) 顺序 为 元 素 a 或 代数 4 关于 e 的 Peirce 分 解 . 

这 样 , 给 定 代数 4 的 一 个 寡 等 元 , 就 相应 地 有 4 关于 e 的 Peirce 分 解 . 如 果 
把 e4e( 它 是 以 e 为 单位 元 的 那 一 部 分 ) 看 成 这 个 分 解 的 主要 部 分 , 那么 希望 e4e 
尽 可 能 得 大 , 或 者 要 求 eAe 尽 可 能 得 小 , 就 得 到 两 种 有 特殊 性 质 的 寡 等 元 类 . 

说 两 个 寡 等 元 e, j 是 正 交 的 , 若 有 ef = fe = 0. 易 见 正 交 知 等 元 之 和 仍 是 备 
等 元 . 
定义 2.3.2 ”代数 4 的 一 个 守 等 元 e 叫做 4 的 主 宕 等 元 , 如 果 4 中 没有 与 之 
正 交 的 罕 等 元 . 
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定义 2.3.3 ”代数 4 的 一 个 守 等 元 e 叫做 4 的 本 原 寡 等 元 , 如 果 在 4 中 e 不 
能 表 成 两 个 正 交 的 寡 等 元 之 和 . 

引 理 2.3.1  e,j 是 代数 4 中 两 个 徊 等 元 且 e 关 了 , 则 ef = fe=f 当 且 仅 当 
e= 了 十 广 , 其 中 , 户 是 寡 等 元 且 与 f 正 交 . 

证 明 时 只 要 取 有 =e 一 了 即 可 . 由 此 引 理 直接 得 到 

引 理 2.3.2 ”ce,f 是 代数 4 的 两 个 寡 等 元 , e 承 f, 则 f4f c e4e 当 且 仅 当 
e= 了 十 轧 , 其 中 , 户 是 寡 等 元 且 与 f 正 交 . 

证 车 f4f Cehe, 则 f= fff eehe, 因而 ef = fe=f, 故 由 引 理 2.3.1 知 
e 可 表 为 正 交 徊 等 元 上 和 所 的 和 . 

反之 , 车 e= 了 上 + 万, 则 由 引 理 2.3.1, ef = fe=f. 故 


fAf = (ef)A(fe) = e(f Af)e Se4e. 


若是 eAe = f4f, 则 e € f4f, 而 有 e = fe = f, 与 假设 e 关 f 矛盾 , 故 必 有 
fAf ceAe. | 

引 理 2.3.3 e 是 有 限 代 数 4 的 主 察 等 元 当 且 仅 当 e4e 在 所 有 f4/,f 是 寡 
等 元 中 是 极 大 者 ( 即 不 存在 fAf 2 e4e). 

定理 2.3.1 (1) 车 f 是 有 限 代数 4 的 客 等 元 而 不 是 主 知 等 元 , 则 必 有 4 的 
一 个 主 罕 等 元 e, 使 得 e = f+ 用 ,用 是 与 了 正 交 的 军 等 元 ; 

(2) 有 限 代数 4, 若 不 是 宕 零 的 , 必 有 主 察 等 元 . 

证 (1) 依 假设 , 由 引 理 2.3.3 知 Af 不 是 极 大 者 , 即 存在 寡 等 元 e', 使 e4e' > 
f4f. 这 样 真 包含 14f 的 所 有 eli4ei 组 成 的 集 是 不 空 的 . 由 于 4 是 有 限 维 , 故 该 集 
中 有 维 数 最 大 者 , 说 是 e4e, 它 也 是 4 中 一 切 f'4f' 中 的 一 个 极 大 者 . 由 引 理 2.3.2 
知 ,e = 了 十 岂 ,f, 有 是正 交 的 徊 等 元 . 

(2) 由 假设 , 依 定理 2.1.2 知 4 有 笃 等 元 , 因而 由 (1), 4 有 主 宕 等 元 、 | 

定理 2.3.2” 设 4 是 有 限 代数 而 e 是 守 等 元 . 下 述 条 件 是 等 价 的 : 

(i) e 是 本 原 的 ; 

(ij eAhe 在 所 有 fAf(f 是 寡 等 元 ) 中 是 极 小 者 ; 

(iii) e 是 e4e 中 仅 有 的 宕 等 元 . 

证 人间. 车 有 f4f c eAhe, 则 由 引 理 2.3.2 知 e = 了 十 万 ,志方 是 正 交 宕 - 
等 元 , 这 与 e 是 本 原 的 相 矛 盾 . 故 e4e 是 极 小 者 . 

(六 Qi). 车 有 e= /十 甩 ,f, 有 是正 交 血 等 元 , 则 易 证 fAf C eAe, 又 由 


ef=fe=f, efi=fie=fi, ffi=fif=0 


知 有 14fAf 而 用 eehe, 故 有 fAf ce4e, 这 与 假设 e4e 是 极 小 者 是 矛盾 的 . 故 
得 e 是 本 原 的 . 
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关于 (in) 的 证 明 留 给 读者 . | 
定理 2.3.3 ”有 限 代 数 4 的 任 一 非 本 原 军 等 元 e 必 可 表 成 4 的 有 限 个 两 两 
正 交 本 原 守 等 元 之 和 ， 


e=el 十 … 十 et，eieji = 6ijei， ei 是 本 原 寡 等 元 ,Vi. 


证 易 见 两 两 正 交 的 客 等 元 集 必 是 线性 无 关 的 , 因而 其 个 数 不 能 超过 有 限 代 
数 4 的 维 数 . 

e 非 本 原 的 , 故 e 至 少 是 两 个 正 交 备 等 元 之 和 . 设 e 能 表 成 两 两 正 交 宕 等 元 之 
和 的 最 大 长 度 是 上 而 e = el + …'+ etb 今 证 每 一 ei 必 是 本 原 的 . 用 反 证 法 , 若 有 一 
ei 说 是 el, 不 是 本 原 的 , 则 el = w+v,u,v 是 正 交 宕 等 元 . 因而 有 


Eu=uel=u, elu = uel 一 小 
由 之 得 , 当 i 关 1 时 ， 
eiu = eielu = 0， 同 理 , wei; = ve; = eiv = 0， 


即 e=w+v+e2 十 … 十 ei 是 两 两 正 交 t+ 1 个 血 等 元 之 和 . 这 与 + 之 意义 是 矛盾 
的 .| 

这 样 , 每 一 蜂 等 元 都 可 以 “扩展 ”成 主 蜂 等 元 , 也 都 可 分 解 成 两 两 正 交 本 原 守 
等 元 之 和 |. 


2.4 NN 半 单 代数 的 结构 定理 


下 面 先 看 一 下 代数 4 关于 主客 等 元 的 Peirce 分 解 与 4 的 NN 根 N 之 间 的 关 
系 , 即 证 
引 理 2.4.1 ” 设 。 是 有 限 代数 4 的 主 军 等 元 ,而 N 是 4 的 NN 根 , 4 关于 ce 
的 Peirce 分 解 为 
A=eAet+e: Lec+ Re:e+ B., 


则 有 e. Lc。+R。:e+B。CN. 

证 由于。 是 主 舌 等 元 , 则 子 代数 B。 中 不 能 含有 宕 等 元 , 因而 B。, 由 定理 
2.1.2, 是 寡 零 子 代数 . 由 (2.3.5), 有 ReL。 Cc Be. 车 B = {0}, 则 (LeRe)mt+l = 
Ze(ReFe)jm"Re C FeBzRe = {0}. 故 LeR。 是 4 的 知 零 理想 , 因而 FeR。c N. 由 
(2.3.5), 还 有 

L2CLeACLcRe, R?C AReC LeRe, 
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即 L。 是 知 零 左 理想 而 R。 是 知 零 右 理想 . 故 Le CE N, Re C N, 即 有 e. Le 二 Re.e+ 
BeCcLet+ReCN. | 

当 4 是 N 半 单 代数 , 则 由 定理 2.3.1, 4 有 主 窜 等 元 e。 由 引 理 2.4.1 便 知 
4=e4e, 因而 有 

定理 2.4.1 ”和 半 单 代数 4 有 单位 元 . 

定理 2.4.2 ”和 半 单 代数 4 的 任意 非 零 理想 B 本 身 也 是 N 半 单 代数 . 

证 设 有 限 代数 B 的 NN 根 为 R, 则 BRB Cc R, 故 BRB 是 客 零 的 . 另 一 方 
面 , 由 于 B 是 4 的 理想 , BRB 也 是 , 故 得 BRB 是 4 的 知 零 理想 . 由 代数 4 的 N 
半 单 性 得 BRB = 0. 

今 考察 ARA, 由 


(ARA)? C (ARA)R(ARA) C BRB = 0, 


故 ARA 是 4 的 寡 零 理想 , 因而 4R4 = 0. 但 由 定理 2.4.1, 4 有 单位 元 , 故 RC 
ARA=0, 即 尺 =0, 即 B 是 NN 半 单 代数 .| 

定理 2.4.3(N 半 单 代数 的 主要 结构 定理 ) ”4 是 有 限 结合 代数 , 4 是 N 半 单 
代数 当 且 仅 当 4 是 有 限 个 单 代数 的 直 和 ( 亦 即 半 单 代数 ). 

为 此 先 证 下 面 的 引 理 

引 理 2.4.2 ” 设 C 是 代数 4 的 理想 且 C 有 单位 元 e, 则 C 必 是 4 的 直 和 项 . 

证 考虑 4 关于 和 宕 等 元 e 的 Peirce 分 解 


A=eAete:L.e+ Re:e+tB.. 


由 于 C 是 理想 , 而 ee C 且 是 C 的 单位 元 , 故 有 eAe+e:L。+Re.e=C 且 
BeC = CB。 = 0. 由 之 得 Be 是 4 的 理想 . 故 得 4 = C 田 B。, 即 C 是 4 的 直 和 
项 ， | 

由 引 理 2.4.2, 定理 2.4.2 和 定理 2.4.1, 便 得 

引 理 2.4.3 ”NN 半 单 代数 4 的 每 一 个 理想 都 是 4 的 直 和 项 . 

定理 2.4.3 的 证 明 ”在 例 1.4.3 中 , 证 明了 半 单 代数 的 非 零 理想 都 是 一 些 单 代 
数 的 直 和 , 因而 不 能 有 非 零 的 宪 零 理想 , 即 半 单 代数 必 是 N 半 单 代数 . 

反之 , 设 4 是 N 半 单 代数 , 则 由 引 理 2.4.3 以 及 定理 1.4.4 便 知 4 是 半 单 代 
数 , 然而 为 了 完整 , 这 里 给 出 证 明 . 

车 4 没有 真理 想 , 则 由 4 是 N 半 单 代数 ,42 关 0, 因而 4 是 单 代数 , 亦 即 是 
半 单 代数 . 
若 4 有 真理 想 , 则 由 引 理 2.4.3, 4 可 表 成 真理 想 的 直 和 . 设 4 能 分 解 成 其 理 
想 B1,…, Bi 的 直 和 4 = Bi 旬 … 人 外 B, 而 个 数 t 是 这 类 表示 中 的 最 大 可 能 者 , 由 
于 4 是 有 限 维 , 这 样 的 t 是 存在 的 . 
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今 证 每 一 Bi 本 身 必 是 单 代数 . 若 不 然 , 有 某 一 Bi, 如 Bi 不 是 单 代数 ， 由 定 
理 2.4.2, Bi 是 N 半 单 的 , 由 引 理 2.4.3, Bl = C 四 Ci,C 关 0,Ci 0. 这 样 将 有 
4=C 四 Ci 申 孔 申 … 申 Bi 这 与 t 的 意义 是 矛盾 的 , 故 每 一 B; 都 是 单 代数 . 

这 样 N 半 单 代数 是 半 单 代数 ， | 

有 了 N 半 单 代数 的 主要 结构 定理 , 今后 可 以 不 必 再 区 分 N 半 单 代数 与 半 单 代 


数 了 . 
利用 例 1.4.3 中 的 讨论 可 直接 得 到 

定理 2.4.4(N 半 单 代数 的 唯一 性 定理 ) ”NN 半 单 代数 4 表 成 单 代数 直 和 的 方 
法 , 若 不 计 直 和 项 的 顺序 , 是 唯一 的 , 即 若 


4= BB:…BB, = CP:… DO,, 


其 中 , Bi,Cy 都 是 单 代数 , 则 必 有 t= s 且 B; = CrG),i=1,…,t, 而 7 是 一 个 t 元 
置换 . 
这 样 , N 半 单 代数 的 研究 就 归结 为 对 单 代数 的 研究 . 


2.5 单 代数 的 结构 定理 


已 经 知道 , 域 F 上 全 矩阵 代数 瓦 ,( 见 例 1.2.4), 以 及 更 一 般 地 可 除 代数 与 及 
的 张 量 积 ( 见 定理 1.5.5) 都 是 单 代数 . 本 节 将 证 明 单 代数 也 只 有 这 一 些 . 在 本 节 中 
4 永远 表 有 限 单 代数 . 

由 定理 2.4.1 知 有 限 单 代数 是 有 单位 元 的 . 

引 理 2.5.1 e 是 单 代数 4 的 寡 等 元 , 则 eAe 是 单 代数 . 

证 设 0# 刀 是 e4e 的 理想 , 则 


eAe:B:eAe=eABAe CB. 


ABA 是 4 的 理想 , 因为 4 有 单位 元 , 而 有 4B4 # 0. 再 由 4 的 单 性 得 4B4 = A， 
即 得 eAe = e4B4e c B. 这 样 , 得 e4e 没有 真理 想 : 

另 一 方面 , eAe 有 单位 元 e, 故 它 不 会 是 蜂 零 代数 . 因而 其 平方 不 为 零 . 故 e4e 
是 单 代数 .， | 

定理 2.5.1 ” 设 4 是 有 限 单 代数 , e 是 曙 等 元 , 则 e4e 是 可 除 代数 当 且 仅 当 e 
是 本 原 客 等 元 . 

证 若 e4e 是 可 除 代数 , 则 e 是 eAe 中 唯一 的 备 等 元 ,由 定理 2.3.2 知 e 是 
本 原 的 . 

反之 , 若 e 是 本 原 的 , 今 证 0 地 ae eAe 必 有 逆 元 . 为 此 考察 eAe 的 非 零 右 理 
想 ae4e, 由 引 理 2.5.1 知 e4e 是 单 的 , 因而 是 -入 半 单 的 , 故 aeAhe 不 是 客 零 的 . 依 
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定理 2.1.2, ae4e 中 有 过 等 元 f. 但 已 知 e 是 本 原 的 , 依 定理 2.3.2, eAe 只 有 一 个 寡 
等 元 e, 故 f = e, 随 之 有 be e4e, 使 得 ab = e. 类 似 可 得 c, 使 ca = e. 故 a 是 可 道 
元 , 即 ehe 是 可 除 代数 .| 

定理 2.5.2( 单 代数 的 结构 定理 ) 4 是 F 上 有 限 单 代数 > 4= 及 @D, 其 
中 , D 是 上 有 限 可 除 代 数 . 

证 设 4 为 有 限 单 代数 , 则 4 有 单位 元 1. 依 定理 2.3.3, 有 


1=e1+:…+em, 
其 中 , ei 组 成 两 两 正 交 本 原 徊 等 元 集 . 令 
Aij = eiAe;, j=1,.…,m. 
直接 计算 可 得 
AijAnk = jh Aik, (2.5.1) 
其 中 , 6j% 是 Kronecker 符号 . 
下 一 步 想 从 每 一 子 代数 45 中 各 选 一 个 元 素 能 组 成 一 组 矩阵 单位 . 
首先 注意 到 45 中 的 元 素 ai; 具有 性 质 
CiQij = Qij€j = Qij, 
ehaij = aijek =0, hz#i,j#k, 


从 4i1 中 选 定 元 素 el = el. 当 j> 1 时 , 由 A41jAhji = Au 得 必 有 ejl € hj1, 使 得 
0 取 hijej1 5 Al1. 因而 必 有 a1; e A1j, 使 


0# awen € An. 


但 hi11 = eli4el 是 可 除 代数 ( 见 定理 2.5.1), 故 有 at e 4ii 使 ailaijeil = el, 取 
e1j = aaiaij € A1j, 则 有 


eljejil 一 ell 一 el. 


规定 


€ij = eney E Aj, bij=1,.…,m. 
当 i 或 ;= 1 时 , 这 就 是 上 面 有 过 的 等 式 . 直接 计算 , 得 
eijejk = eileljejilelk 一 eilel1e1K = Cik: (2.5.2) 


而 由 (2.5.1) 得 
eijehk 一 0， 了 天 大 . (2.5.3) 
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由 (2.5.2) 知 ej 闫 0. 这 样 得 到 一 组 矩阵 单位 eij. 以 之 为 基 便 得 单 代数 4 的 全 和 矩 
阵子 代数 F. 

由 (2.5.2) 知 (eii)? = eni 夭 0 是 ei4ei 的 寡 等 元 , 但 ei 是 本 原 的 , 因而 ei4ei 只 
有 一 个 寡 等 元 ei, 故 当 i> 2 时 也 有 eii = ei. 这 样 


ell 十 e22 十 … 十 emm 一 el 十 … 十 em 一 1 


即 ,与 4 有 相同 的 单位 元 . 
由 定理 1.5.6, 4 = FF, @ D, 其 中 , D 是 FF 在 4 中 的 中 心 化 子 . 
剩 下 来 要 证 的 是 D 为 可 除 代 数 . 由 


A=euD+e1wD+:…+emmD 


以 及 eijD = Deij, 得 el1hen = euD. 注意 到 ed=den,VdeD 以 及 631 =en= 
el 故 得 
D~enD= eAe. 

由 ei 是 本 原 的 , 由 定理 2.5.1, 知 el4e 是 可 除 代数 . 故 得 D 是 可 除 代数 . 另 一 方 
面 , 充分 性 可 由 定理 1.5.5 得 出 | 

设 4 为 有 单位 元 1 的 代数 , 若 9 是 4 的 可 逆 元 , 即 有 gg-!=g-1g=1,g-!e 4， 
则 对 应 
zgrg 
显然 是 代数 4 的 一 个 自 同 构 对 应 . 将 称 之 为 代数 4 的 内 自 同 构 对 应 . 

定理 2.5.3( 关 于 单 代数 的 唯一 性 定理 ) ”车 有 限 单 代数 4=M@D=M'@D', 
其 中 , M, M' 是 已 上 全 矩阵 代数 而 D, D' 是 有 限 可 除 代 数 , 则 存在 可 逆 元 ge 4， 
使 M' = 9gMg-1,D' = 9Dor-1. 

证 设 e,i,j=1,…,m;f,i,j = 1,…,l 顺序 为 M,M' 的 由 矩阵 单位 组 成 
的 基 . 不 妨 设 m < 1. 由 于 4 与 其 子 代数 M，M' 有 共同 的 单位 元 1, 故 


1=ell 十 … 十 emm 王 万] 十 … 十 刻 . (2.5.4) 
由 0 关 放 = > dieii, 其 中 , dij e D, 显然 , 至 少 有 一 个 do 关 0. 令 
a= didewfn, b= fueq, 
则 有 
ab= dpdewp: dijeii :eq = did dpgenl 一 el 


ba= fu(endsa ew)fu € fuAfu = D'fu, 
(ba)? = blab)a = benia = fiiegnena = ba. 
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又 由 en = eh = a(ba)b 知 ba 关 0, 故 ba 是 fi14f11 中 的 血 等 元 . 但 因 11411 = 
D'fi1 是 可 除 代 数 , 故 ba = fi1. 
令 


m m 
h= Denafi, g= fnbey= Dfiew, 
1 i=1 i=1 
则 有 
m m m 
jg = Denafiifaber = Benabers = Dj eneners 三 上 
1 1 


i=1 
由 于 4 是 有 单位 元 的 有 限 代 数 , 由 定理 1.3.3 知 此 时 也 有 gh = 1, 即 g-!=h. 但 
另 一 方面 , 直接 计算 得 


m m 
gh= Dy fnbeyenafiy = Si 
et i=1 


1= > 1; (2.5.5) 
j=1 


比较 (2.5.4), (2.5.5) 得 m =1, 故 M 和 M' 是 同 构 的 . 实际 上 这 个 同 构 对 应 可 
由 元 素 9 所 确定 的 4 的 内 自 同 构 来 实现 , 这 是 因为 有 


geiig ! = geish= Dfoibeipeijenafig = fij. 
p,qg 
故 有 
M’=gMg. 


但 D,D' 顺序 为 M, M' 在 4 中 的 中 心 化 子 ( 见 定理 1.5.6), 故 也 有 D' = gpg-!.， | 
由 这 个 唯一 性 定理 可 知 , 有 限 单 代数 的 张 量 积分 解 中 , 其 可 除 代数 部 分 在 同 构 
的 意义 下 是 唯一 确定 的 , 有 时 称 之 为 单 代数 的 相应 可 除 代 数 . 


这 样 , 对 有 限 单 代数 的 研究 就 归结 为 对 有 限 可 除 代数 的 研究 . 
习 题 


2.1 证 明 存在 一 个 二 维 结合 代数 , 以 {a,5} 为 基 , 使 oa = 0,a2 一 必 

2.2 证 明 存 在 一 个 以 {a,b,c} 为 基 的 三 维 结合 代数 , 使 aa = bab = ba = c,bb = ac = 
ca = be 二 cb = cc = 0 且 证 明 这 个 代数 没有 宕 等 元 . 

2.3 ， 令 ob 是 代数 4 的 元 素 , 证 明 ab 是 宕 零 元 当 且 仅 当 ba 是 宕 零 元 . 

2.4 令 e 是 代数 4 中 仅 有 的 宕 等 元 ， 设 a 是 4 的 非 零 元 素 且 对 4 中 任意 元 素 zx, 有 
az 关 e, 证 明 a 是 宕 堆 元 . 


.40 . 


第 2 章 NN 根 与 N 半 单 代数 


2.5 
2.6 
CR 
2.8 
直 和 项 . 


2.9 


证 明 N 半 单 代数 的 每 个 单 侧 理想 都 有 一 个 宪 等 生成 元 

证 明 N 半 单 代数 的 左 理想 三 是 极 小 左 理想 当 且 仅 当 大 的 徊 等 生成 元 是 本 原 的 . 

设 A 是 交换 的 有 限 结合 代数 , 证 明 4 的 N 根 恰好 是 4 的 全 体 守 和 零 元 素 的 集合 . 

设 4 是 NN 半 单 代数 , 把 4 看 成 4 代数 左 模 时 , 证 明代 数 模 4 的 每 个 子 模 都 是 4 的 


设 4 是 由 域 上 逢 阵 ( 下 ) 组 成 的 代数 , 其 中 , M1, Ma, Ms 是 2 x 2 
; 


和 矩阵. 找 出 4 的 N- 根 及 A/N 的 直 和 表示 . 
2.10 令 4 是 特征 为 素数 p 的 域 上 的 n 维 代数 , 设 对 4 的 每 个 元 素 > 都 有 zz = z， 
证 明 4 是 交换 的 N 半 单 代数 . 试 把 4 分 解 成 单 代数 的 直 和 . 每 个 直 和 项 是 否 同 构 于 F? 


2.11 


和 半 单 代数 的 中 心 也 是 N 半 单 的 . 


2.12 {el,……,en} 是 代数 4 的 一 组 基 , 使 eie; = 0 车 i 关 j 且 eiei = ei. 证 明 A 是 交换 


的 NN 半 单 代数 . 
2.13 证明 一 个 交换 的 单 代数 是 一 个 交换 的 可 除 代数 . 
2.14 设 FF 是 代数 闭 域 , 4 是 上 有 限 单 代数 , 证 明 4 = 及 . 
2.15 设 下 是 代数 闭 域 , 4 是 已 上 N 半 单 代数 ,证 明 4 = Fh, 狼 … 甸 下 
2.16 证 明 交 换 N 半 单 代数 是 域 的 直 和 . 
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在 第 2 章 中 , 我 们 看 到 对 半 单 代数 的 研究 可 归结 为 对 单 代数 的 研究 , 而 单 代数 
又 可 归结 为 可 除 代数 . 本 章 将 讨论 中 心 单 代数 ( 见 3.1 节 ), 实际 上 讨论 的 对 象 是 与 
它 相 应 的 可 除 代数 . 方法 是 利用 张 量 积 这 一 工具 , 把 中 心 可 除 代数 和 域 屎 上 全 矩 
阵 代数 联系 起 来 . 

在 第 2 章 的 讨论 中 , 并 没有 把 域 h 上 代数 4 的 结构 和 基础 域 FP 本 身 所 具有 
的 特点 紧密 的 联系 起 来 , 因而 那些 结构 定理 可 以 看 作 是 代数 4 的 绝对 性 质 ， 本 章 
将 讨论 代数 4 的 与 基础 域 的 特性 密切 有 关 的 一 些 性 质 , 亦 即 用 借助 F 的 特性 
的 方法 来 深入 探讨 代数 4 的 结构 . 

本 章 中 所 涉及 的 代数 都 是 有 限 结合 代数 . 


3.1 Brauer 群 


将 称 代数 4 本 身 在 4 中 的 中 心 化 子 , 亦 即 子 代数 C = {fce 4lcz = zc, Vz € A} 
为 代数 4 的 中 心 . 易 见 , 可 除 代数 的 中 心 是 一 个 域 . 若 4 是 F 上 有 单位 元 1 的 代数 ， 
则 显然 .1 在 4 的 中 心 C 中 . 为 了 方便 , 常 将 .1 和 F 等 同 起 来 . 

定义 3.1.1 设 4 是 已 上 有 单位 元 1 的 代数 , 若 4 的 中 心 就 是 已 .1, 则 称 4 
为 中 心 代数 . 

这 样 , 中 心 代数 是 永远 有 单位 元 的 . 

引 理 3.1.1 (1) 车 下 上 代数 4= Be@C 且 B,C 是 有 单位 元 的 代数 ,S 是 B 
的 一 个 子 代 数 , 则 


(B®@C)s = Bs ®@O, 


其 中 , Rs 表示 5 在 R 中 的 中 心 化 子 ; 
(2) 4,B,C 同 (1). 车 5S 是 B 的 子 代 数 且 和 B 有 共同 单位 元 , T 是 C 的 子 代 
数 且 和 C 有 共同 单位 元 , 则 


(B@C)seT7 = BS @ CT; 


(3) 4, B,C 同 (1). 车 B 是 下 上 中 心 代数 , 则 A485 =C 且 4 的 中 心 与 C 的 中 
心 重合 , 即 44 = CC. 
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证 设 c1,…,ct 是 C 的 一 个 F- 基 , 则 4= BE@C 的 任 一 元 素 a 可 唯一 地 
表 成 (定理 1.5.3) 
a=hct+.…+bhc, bie€B. (3.1.1) 


车 ae A5, 则 as = sa,Vs € 5, 因而 
0=as—sa= Dbis — sbi)ci, 
i 


利用 表示 (3.1.1) 的 唯一 性 , 得 
bis=sbi, Vs€S, i=1,..,t, 


故 bie BS,Vi, 随 之 ae BS5@C, 即 A5C BS@C. 另 一 方面 ,显然 有 BS@C Cc 45， 
故 得 (1). 
证 (2). 显然 有 
Bs@CT Cc (B@C)seT. 
另 一 方面 , 车 de (B@C)587, 则 4 与 5 中 元 素 可 换 (这 是 因为 由 于 这 些 代数 有 共 
同 的 单位 元 , 故 有 SS 5 @ 了 T), 因而 , 由 (1) 有 
de(B®C)s = BS@C. 
但 d 也 与 了 中 元 素 交换 , 而 BS 和 C 有 共同 单位 元 , 再 由 (1) 有 
de (BsS@C)T = BS®C”, 
即 
(B@C)s5e7 c BS@CT, 
故 得 (2). 
易 见 (3) 是 (1), (2) 的 直接 推论 ，| 
作为 引 理 3.1.1 的 直接 推论 , 有 
引 理 3.1.2” 设 B,C 都 是 民 上 中 心 代数 , 则 B@C 也 是 . 
引 理 3.1.3 设 B 是 上 中 心 单 代数 , 而 C 是 上 有 单位 元 的 代数 , 则 
B@C 的 理想 必 具 形式 B@ 了 7, 其 中 , 了 是 C 的 理想 . 
证 设 J 了 为 B@C 的 非 零 理想 . 令 T= JNC， 由 定理 1.5.3, 可 知 此 时 有 
BI= B®@I. 显然 B@I CJ. 4 
今 证 = B@I. 为 此 取 C 的 一 个 F- 基 c1,…,cn, 使 得 c1,…,cr 组 成 工 的 
已 基 (如 果 T= {0}, 则 其 基 取 成 空 集 , 此 时 认定 > = 0). 这 时 


B@I= {bc +...+brcrlbi € B,..,b, € B}. 
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若是 J B®@ 了, 则 集 
M= {r=brricrtit+ + bncn|z € J} 
必 含有 非 零 元 . 在 此 集中 取 一 元 素 
m= baca + + bi,ci,, (3.1.2) 


其 中 , bi, 关 0, 7 十 1< i < n,i; 是 彼此 不 相同 的 数 , 且 要 求 项 数 s 为 有 上 述 性 质 中 
的 最 小 可 能 者 . 
对 任意 be B, 元 素 


bm = bbi,ca, + ++ bbi,ci,, 
mb = bibca + ++ bi,bei, 


都 在 J 中. 注意 到 项 数 s 的 性 质 , 知 这 些 表达 式 中 的 系数 bbi;(b,b) 或 者 都 不 是 零 
或 者 同时 是 零 . 这 样 , M 中 所 有 形 如 (3.1.2) 的 元 素 中 的 c， 的 系数 bi,, 再 添上 零 
组 成 B 的 一 个 非 零 理想 . 由 B 的 单 性 得 此 理想 必 等 于 B. 

由 于 B 有 单位 元 , 因而 得 M 中 , 亦 即 中 含有 元 素 ch ++biscis 十 …+bisci, = d. 
故 对 Vb e B, J 含有 元 素 


bd— db = 》 (bb — bi,b)ei,. 
j=2 


由 项 数 s 的 最 小 性 得 bb;, = bi,b, 再 由 B 的 中 心性 得 be€ Fj = 二 2,…,s. 故 J 
含有 形 如 ci, + qzci, 十 … 十 Qsci,,0j E 下 的 元 素 . 它们 显然 是 属于 C 的 , 而 这 和 
cl,…1cr 组 成 T= C 门 J 之 基 是 矛盾 的 . 故 有 J=B@I. | 

综合 这 3 个 引 理 , 便 得 

定理 3.1.1 设 B,C 是 上 有 限 ,中心 单 代数 , 则 B@C 也 是 . 

反 过 来 是 显然 成 立 的 : 车 己 上 代数 4, B,C 有 共同 的 单位 元 而 4= B&BC 是 
下 上 中 心 单 代数 , 则 B,C 也 是 . 

定理 3.1.2 设 4 是 上 有 限 单 代数 ,4 = 肪 @D,D 是 与 4 相应 的 可 除 代 
数 , 则 有 

(1) 4 的 中 心 和 D 的 中 心 重合 , 因而 4 的 中 心 是 玉 的 扩 域 ; 

(2) 车 4 还 是 中 心 代数 , 则 D 是 上 中 心 可 除 代 数 . 

为 了 证 明定 理 3.1.2, 只 需 指出 这 个 易 证 事实 : 瓦 , 是 上 的 中 心 单 代数 . 

下 面 , 在 F 上 所 有 中 心 单 代数 组 成 的 类 中 引入 一 个 等 价 关系 . 

定义 3.1.2 ”B,C 是 开 上 两 个 中 心 单 (有 限 ) 代数 , B = FF @ D1,C = F,,@ D2. 
车 Di ~ D2, 就 称 B 和 C 是 相似 的 , 记 作 B ~ C. 
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应 当 指 出 , 这 个 定义 是 建立 在 关于 单 代数 的 唯一 性 定理 的 基础 上 . 
易 知 , 中 心 单 代 数 之 间 的 相似 关系 是 一 个 等 价 关 系 . 
用 [L] 表 下 上 中 心 单 代数 4 所 在 的 等 价 类 , 并 规定 


[4]-[B] =[A® Bl. (3.1.3) 


今 证 , 它 是 集 G = {[4]|4 取 FF 上 的 一 切中 心 单 代数 } 上 的 二 元 运算 . 
首先 , 由 定理 3.1.1, 4@ B 是 上 中 心 单 代数 . 其 次 , 为 了 说 明定 义 (3.1.3) 与 
代表 选择 无 关 , 设 A1 ~ 42, Bi ~ B2, 则 


A=F®D1, As=Fmn®D1, B=F®D,:, B= fF,®D;. 
由 定理 3.1.1, 定理 3.1.2, 定理 1.5.4, 定理 2.5.2 和 定理 2.5.3, 故 有 


A1®B1 = (F,® FH)®(Di® D>)= Fu®(F.®D)= Fu ®D, 
A2® Bo2 = (Fm ® F;)® (D1® D2)= Fmp® (Fr ®D)= Fmpr ®D. 


因而 4 g@ Bi ~ A2@ Bo, 即 定 义 (3.1.3) 与 代表 选择 无 关 . 

由 于 张 量 积 是 有 交换 律 、 结 合 律 的 , 故 乘法 (3.1.3) 也 有 交换 律 和 结合 律 . 易 见 
[F%] 对 此 乘法 起 单位 元 的 作用 . 

至 此 已 得 {G,.} 作成 一 个 有 单位 元 的 交换 半 群 . 

下 面 进 一 步 证 明 {G,.} 作成 一 个 交换 群 . 

引 理 3.1.4” 设 D,C 是 开 上 代数 4 的 两 个 子 代数 , D,C 有 共同 的 单位 元 , D 
与 C 的 元 素 之 间 乘 法 交换 , 若 D 还 是 上 中 心 可 除 代 数 , 则 DC = D@C. 

证 ”由 D,C 有 共同 的 单位 元 , 故 DC 可 看 成 是 除 环 D 上 的 左 向 量 空间 . 设 
ci.…scn 为 C 的 一 个 F- 基 , 则 DC 中 任意 元 素 可 表 为 dici 十 … 十 dncn, di € 也， 
即 c1,…,cn 是 D 上 左 向 量 空间 DC 的 一 组 生成 元 , 适当 编号 , 不 妨 认 定 cl …,cr 
是 DC 在 D 上 的 一 个 基 . 车 n="7, 即 有 


didt+ + dncn =0<S d=0,.…,dn =0, 
则 由 定理 1.5.3, 便 得 DC = D®@C. 


车 n>7, 则 有 crn = cl 十 … 十 省 er: 但 已 知 DD 与 C 的 元 素 间 乘 法 交换 , 故 
derr1 一 cr+t14==0, 即 有 


(ddi — did)a + :+ (dd — drd)cr =0. 


而 ddi 一 did = 0, 即 di 在 D 的 中 心中 , 但 D 是 中 心 代数 , 故 di € Fi= 1…,7. 
这 样 cr1,c1,…,cr 在 上 线性 相关 , 这 与 ci,i = 1,…,n 的 选择 矛盾 . 故 交 > 7 
是 不 可 能 的 .| 


3.2 中心 单 代数 的 纯 量 扩张 :全 


与 代数 4 反 同 构 的 代数 , 记 作 4-!. 对 任何 代数 4, 代数 4 一 是 存在 的 . 为 此 
只 需 在 4 中 用 新 的 乘法 运算 。: aob = ba 来 替代 原 有 乘法 便 得 4-1. 对 于 有 反 自 
同 构 的 代数 4, 将 有 4 ~ 4-1. 例如 , F, ~ 天 

引 理 3.1.5 设 刀 是 已 上 中 心 可 除 代 数 , 则 D@D-! 是 全 矩阵 代数 ， 

证 设 (D:F)=n. 令 


Rp= {Ralde D}, Lp= {LaldeD}. 


由 于 D 有 单位 元 , 由 定理 1.3.2, D ~ Rp,D-! ~ Lp 选 定 DD 的 一 个 F- 基 后 , 
Rp,Lp 可 看 成 是 已, 的 两 个 子 代数 ，,, Rp, Lp 有 共同 的 单位 元 , 而 RaLy = 
LuRa,Vd,d' € D. 又 由 DD 是 上 中 心 可 除 代 数 , 因而 Rp,Lp 也 是 , 这 样 由 引 理 
3.1.4 得 
RpLp= Rp®Lp~D®@D-. 

此 时 还 有 (RpLp : FF) = (Rp : F)(Lp :FF) = m2. 这 样子 代数 RopLp 与 已 的 维 数 
相同 , 故 及 = RpLp 守 D8D-1. | 

定理 3.1.3 ” 设 4 是 民 上 中 心 单 代数 , 则 4@ 4-! 是 已 上 全 矩阵 代数 ， 

证 设 4= 8@D, 由 4 的 中 心性 易 得 可 除 代数 DD 的 中 心性 , 由 引 理 3.1.5， 
DG@D-= Fn. 

设 4 到 4-: 的 反 同 构 对 应 为 p, 则 4 是 其 子 代数 及 D 的 张 量 积 的 一 切 条 
件 , 经 y 变 成 4-! 是 其 子 代数 Fp, Dy 的 张 量 积 的 一 切 条 件 . 但 Fp = 天 -1 一 
所 ,Dy = D-, 故 得 4-1 = FF,@D-1. 这 样 


A®A!'=Fn®@D®F,®D-!= F:®(D®D-!)= Fn. 
这 样 对 任意 [4] € G, [4] : [4-1] = [E;,]. 
总 结 以 上 便 得 


定理 3.1.4 设 G = {[4J|4 取 遍 上 一 切中 心 单 代数 }， 定 义 [4] [B] = 
[4@B], 则 {G,} 作成 一 个 Abel 群 , 称 为 域 上 的 Brauer 群 . 

进一步 讨论 ( 见 3.8 节 ) 还 可 以 证 明 Brauer 群 {G..} 的 每 一 个 元 素 都 是 有 限 
阶 的 , 这 等 于 说 , 对 已 上 任意 一 个 中 心 可 除 代数 D, 都 有 一 个 相应 的 正 整数 ,使 
得 nn 个 DD 的 张 量 积 D8 … @D( 共 nn 个) 是 一 个 全 矩阵 代数 . 这 样 Brauer 群 使 我 
们 对 中 心 单 代数 , 实质 上 是 对 中 心 可 除 代数 , 从 整体 上 有 一 个 初步 的 了 解 . 


3.2 中 心 单 代 数 的 纯 量 扩 张 


设 4 是 域 忆 上 有 限 代数 , K 是 域 P 的 有 限 扩 域 . 考察 它们 的 张 量 积 4@ pK, 
这 里 的 是 要 特别 标明 , 4, K 是 作为 上 代数 来 作 张 量 积 的 . 易 见 4@ KK 可 看 
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成 是 域 Kk 上 的 向 量 空间 . 若 a1,… ,an 是 代数 4 的 F- 基 而 相应 的 乘法 表 是 
aiaj = asa, os eR, (3.2.1) 
天 
则 由 定理 1.5.3, 4@K 中 任意 元 素 都 可 唯一 地 表 成 > fiai, Bi e K. 用 1 表 域 K 
的 单位 元 , 则 loti 二 1.…,n 组 成 K 上 向 量 空间 4@ K 的 一 个 基 , 而 其 乘法 表 为 
(1a)(10) = Da% (lax). 
大 


而 , 如 果 把 14; 和 mi 等 同 起 来 的 话 , 这 时 4 @ K 的 元 素 可 唯一 地 表 成 》 fiai, ai € 


A®@K,Bie K, 且 和 4 有 相同 的 乘法 表 (3.2.1). 

故 可 这 样 粗略 地 说 , 当 把 4@K 看 成 是 域 K 上 代数 时 , 它 和 F 上 代数 4 的 
差别 就 在 于 基础 域 由 F 扩大 到 K, 而 基本 的 运算 表 完 全 把 4 的 继承 下 来 了 . 

定义 3.2.1 4 是 已 上 有 限 代数 ,天 是 下 的 有 限 扩 域 .把 域 K 上 代数 A@ 天 
称 之 为 上 代数 4 的 纯 量 扩张 . 有 时 简 记 为 Ak. 

命题 3.21 (4@FB)@rK = (4@FK)@k(B@ pK)( 或 简写 成 
(4@rB)r = hk @ kBk), 其 中 ,K 是 下 的 扩 域 

证 设 a1,…,an;b1,…,bm 顺序 为 上 代数 4,B 的 F- 基 , 乘法 表 为 


aig = Yaan, bsbt = Brbk, (3.2.2) 
h k 


其 中 , o%,B4, 都 在 下 中 , 则 由 定义 及 上 面 的 讨论 得 知 , K 上 代数 (4@ rB)x 是 以 
aibs 为 K- 基 , 其 乘法 表 为 


(aibs)(@jb) = Da% OS (anbk). (3.2.3) 
h,k 


另 一 方面 , K 上 代数 Ak, Bk 以 a1,…,an; 轴 ,…,bm 为 其 K- 基 上 且 顺 序 和 A,B 
有 相同 的 乘法 表 , 因而 Ak @ kBk 也 是 以 aibs 为 K- 基 , 以 (3.2.3) 为 乘法 表 , 故 
得 命题 3.2.1.， | 

注意 到 4@ rK 可 看 成 是 以 下 代数 4 的 基 为 基 的 域 K 上 的 代数 , 可 得 下 面 
的 命题 : 

命题 3.2.2 若 4 是 上 代数 , 而 3 个 域 有 包含 关系 下 ES P Cc K, 则 有 
(4 加 FP)@ pK = 4@ pK 或 简 记 作 (Ap)k = Ak: 

虽然 上 代数 4 和 K 上 代数 Ak 可 以 有 相同 的 基 和 相同 的 乘法 表 , 然而 在 
结构 上 是 可 能 区 别 很 大 的 . 


3.2 ”中 心 单 代数 的 纯 量 扩张 “47. 


先 看 一 个 简单 的 例子 : 可 除 代 数 的 纯 量 扩张 不 是 可 除 代 数 了 . 
设 刀 是 已 上 可 除 代数 (D:F)=n>1. 任 取 aeD,ag 下 则 a 在 上 的 最 
小 多 项 式 P(z) 之 次 数 上 > 1. 设 天 是 Fla), 而 a 为 P(z) 的 一 个 根 . 这 样 , 在 天 
上 有 
P(z) = (£2 — oa)(zT! +B2rt ?+++bo), Piek. (3.2.4) 


今 考察 Dk,ae DC Dk, 由 (3.2.4) 得 
0= Po = (a— a)(a™ +P-2ar? +. + Po). 


由 于 a 在 下 上 的 最 小 多 项 式 的 次 数 为 t, 因而 at-1,a!-?,…,1 在 上 是 线性 无 关 
的 , 因而 它们 看 成 是 Dk 中 的 元 素 时 , 在 K 上 也 是 线性 无 关 的 . 因此 


aa 天 0，at 十 Baat2 十 … 十 外 关 0， 


即 得 Dk 有 和 零 因 子 , 当然 Dk 不 能 是 可 除 代数 了 . 

但 是 有 一 些 代数 性 质 , 经 过 纯 量 扩张 后 是 可 保留 下 来 的 . 最 简单 的 有 及 @ 天 = 
Kn, 即 尺 上 全 矩阵 代数 经 纯 量 扩张 仍 是 全 和 矩阵 代数 , 当然 已 是 域 K 上 的 了 . 下 面 
来 证 明 中 心 单 性 是 经 纯 量 扩张 不 变 的 . 

定理 3.2.1 4 是 已 上 中 心 单 代数 > Ak 是 K 上 中 心 单 代数 , 其 中 , K 为 
的 任意 有 限 扩 域 . 

证 设 4 是 已 上 中 心 单 代数 . 由 定理 3.1.3, 4@4-1 = 厂 ,. 依 命 题 3.2.1, 有 


Kn=Fn@rK=(ABrA "BK = Ak OrAR. 


但 K 是 全 矩阵 代数 , 当然 也 是 K 上 中 心 单 代数 . 依 定理 3.1.1 下 面 的 说 明 , 知 Ak 
是 K 上 中 心 单 代数 . 另 一 方面 的 结论 是 显然 的 ， | 

定理 3.1.3 指出 , 对 于 中 心 可 除 代数 D, De@ D-! 是 全 矩阵 代数 , 它 用 张 量 积 的 
方法 , 把 中 心 可 除 代数 和 全 矩阵 代数 联系 起 来 了 . 本 节 的 下 面 这 个 主要 结果 , 则 是 
从 另 一 角度 , 用 同样 的 方法 , 把 同样 的 对 象 联系 起 来 . 先 证 

引 理 3.2.1 FF 上 代数 4 有 单位 元 > Ak 有 单位 元 , K 是 的 任意 有 限 扩 
域 . 

证 “=>” 是 显然 的 . 

“<”. 取 4 的 一 个 F- 基 a1,…,a,, 相应 的 乘法 表 为 


aiaj = Dakar, as eR, (3.2.5) 


则 a1,…,an 也 是 4x 的 一 个 K- 基 , 其 乘法 表 也 是 (3.2.5). 
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车 Ak 的 单位 元 1= 》 Biai, Bi e K. 由 


1 = DBiaia; = piob5ak， (3.2.6) 
下 ik 
aj*1= DPiajai = > Biokiax (3.2.7) 
i 二 大 
及 1.aj=aj:1=aj, 得 
Pio = 5x, 
= = (3.2.8) 
DBia, = ou 
i 


若 把 B; 看 成 未 知 数 , 这 是 由 2n2 个 方程 组 成 的 上 的 线性 方程 组 . 它 在 扩 域 
天 中 有 解 , 依 线性 方程 组 理论 , 它 在 域 F 中 亦 必 有 解 . 故 存在 ai e FF, 用 oi 代替 
Bi 满足 (3.2.8), 因而 > oiai & 4 是 4 的 单位 元 | 

定理 3.2.2 ”4 是 上 中 心 单 代数 < 存在 下 的 一 个 有 限 扩 域 Kk, Ak 是 
K 上 全 矩阵 代数 . 

证 “<”. 设 4k 是 K 上 全 矩阵 代数 , 则 由 引 理 3.2.1, 4 有 单位 元 . 若 C 
是 4 的 中 心 , 则 Fc C. 今 证 C = F. 显然 Ck 包含 在 Ak 的 中 心中 ,但 4x 的 
中 心 是 K, 故 (Ck : K) < (K : K) = 1. 另 一 方面 (Ck : K) = (C :F)>1, 故 
(Ck :K)=(C:F)=1, 即 C=F. 故 4 是 中 心 代数 . 

其 次 , 若是 4 的 非 零 理想 , 则 Ik 是 Ak 的 非 零 理想 . 由 Ak 是 K 上 单 代 
数 , 得 Ik = Ak, 这 样 便 有 


(1:F)=(Ik:K)=(Axk:K)=(A:F), 


即 4= 了, 故 4 是 单 代数 . 

“=>”, 设 4 是 已 上 中 心 单 代数 . 若 (4:F)=1, 则 (hk:K)=1,Akx=K 是 
K 上 中 心 单 代数 . 今 对 维 数 (4 : F) 作 归 纳 法 来 证 明 . 设 4= ,8@ D, D 是 中 心 可 
除 代 数 . 若 4 关 D, 则 (D : F) < (4 : F). 由 归纳 法 假设 , 存在 F 的 有 限 扩 域 K, 使 
Dk = Km 是 K 上 全 矩阵 代数 . 这 时 由 命题 3.2.1, 便 有 


4K = (Fn)k ® k(DK) = Kn ®@ kKm = Knm. 


车 4 = D, 则 由 上 面 的 例子 所 示 , 存在 FF 的 有 限 扩 域 P, 使 Dp 不 是 P 上 可 
除 代 数 . 但 Dp, 由 定理 3.2.1, 仍 为 中 心 单 代数 , 故 有 Ap = D, = P,@pD', 而 
(D': P) < (Dp : P) = (hp :了 P) = (4 :了 ). 再 由 归纳 法 假设 , 必 存 在 PP 的 有 限 扩 域 
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K,(D')k 是 K 上 全 和 矩阵 代数 . 这 样 , 利用 命题 3.2.1、 命题 3.2.2, Ak = (Ap)k = 
(PP @kD')k = Kn@k(D')k 也 是 天 上 全 矩阵 代数 | 

由 定理 3.2.2 直接 得 到 

定理 3.2.3 设 4 是 已 上 中 心 单 代 数 , 则 (4 : ) = m2,n 是 正 整 数 . 


3.3 分 离 代 数 


3.2 节 中 看 到 中 心 可 除 代数 一 定 有 一 个 纯 量 扩张 是 全 矩阵 代数 . 对 于 不 是 中 心 
的 可 除 代 数 如 何 呢 ? F 上 可 除 代 数 D 的 中 心 C 是 一 个 已 上 的 有 限 扩 域 . 在 考察 可 
除 代数 之 前 , 先 看 一 下 已 上 有 限 扩 域 C 的 情况 . 

设 C 是 域 rh 上 非 分 离 有 限 扩 域 . 此 时 FF 的 特征 p 承 0. 设 ae C 是 非 分 离 元 ， 
则 a 的 最 小 多 项 式 必 具 形状 


9(z) = (27)" + Pi(z7)"™ 1 + + Br. 


设 开 = (oy,…,ar), 其 中 ,ai 是 zz = Bi 的 一 个 根 . 
现 来 考察 Ck. 在 Ck 中 有 


0= yp(a) = (ar +aaar 开 十 … 十 ar)z. 


由 于 a”,…,1 在 已 上 是 线性 无 关 的 , 故 作为 Ck 中 元 素 , 它们 在 K 上 也 是 线性 无 
关 的 . 因而 
0#b=a +aa™ 1l+...+ar ECK 
是 窜 零 元 . 可 换代 数 Ck 有 非 零 的 窜 零 元 , 因而 其 NN 根 不 为 零 , 即 Ck 不 是 半 单 代 
数 . 
这 样 便 有 , 可 除 代数 的 纯 量 扩张 甚至 可 能 不 是 半 单 代数 ， 因 而 需要 下 面 的 定 
义 : 
定义 3.3.1 ”已 上 半 单 代数 4 叫做 分 离 代数 , 如 果 对 于 任意 有 限 扩 域 , 4x 是 
K 上 的 半 单 代数 . 
为 了 刻画 分 离 代数 , 需要 下 面 的 命题 : 
命题 3.3.1 若 C 是 域 的 有 限 分 离 扩 域 , 则 其 任意 纯 量 扩张 Ck 必 是 半 单 
的 , 即 C 是 FF 上 分 离 代 数 . 
证 C 是 忆 上 有 限 分 离 扩 域 , 故 C = F(6), 其 中 ,& 在 上 的 最 小 多 项 式 
%(z) 是 分 离 多 项 式 . 
设 PP 是 p(z) 的 完全 分 解 域 , 则 在 P[z] 中 有 


Pl7)=(2 6) (2—&), &eP. 
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设 (7) 


工 一 各 


由 于 它们 的 最 大 公 因 式 是 1, 故 存在 w(z) es Plz], 使 得 


wai(z) = EPla], i=1,.,t. 


Pi1(T) p(T) 十 … 十 Pa(z)wWe(z) = 1. (3.3.1) 


今 考察 Cp. Cp 是 可 换代 数 . 在 Cp 中 , 由 于 p(6) = 0, 故 pi(€)pj(€) = 0 元 让 
设 ei = wpi(9w(6) s Cp, 则 由 (3.3.1) 有 


@1+***+et=1 有 eie; = bijei. 
注意 到 t= (C : F) = (Cp : P), 便 得 
Cp=eP®@:…@eP, 而 eiP~P, 


即 Cp 是 P 上 单 代数 的 直 和 , 即 是 半 单 的 . 
易 见 对 P 的 任意 扩 域 K, 有 


Ck=eK®@:..@eK 


是 KK 上 半 单 代数 . 

设 @ 是 F 的 任意 有 限 扩 域 . 取 P,Q 的 一 个 合成 域 K, 则 由 上 讨论 知 Ck 是 
K 上 半 单 的 . 此 时 必 有 Ce 也 是 半 单 的 , 否则 (Co)x = Cr 将 不 是 半 单 的 了 , 这 与 
刚 得 到 的 结果 矛盾 . 这样 就 得 到 对 任意 Q, Co 都 是 半 单 的 ，| 

定理 3.3.1 FF 上 单 代数 4 是 分 离 代数 二 单 代数 4 的 中 心 是 的 分 离 扩 
域 . 

证 “=>”. 由 定理 3.1.2 知 单 代数 4 的 中 心 是 域 . 若 4 的 中 心 C 是 的 非 分 
离 扩 域 , 则 由 上 面 的 讨论 , C 的 某 个 纯 量 扩张 Ck 含有 非 零 的 备 零 元 c. 但 Ck 中 
的 每 个 元 素 与 Ak 中 的 每 个 元 素 是 乘法 可 换 , 因而 守 零 元 c 在 Ak 生成 的 理想 是 
宕 零 的 , 这 和 4 是 分 离 代数 , 因而 4x 是 半 单 的 相 矛 盾 , 故 C 必 是 忆 的 分 离 扩 域 . 

“=”. 已 知 单 代数 4 的 中 心 C 是 FF 的 分 离 扩 域 , (C : 下) = t. 由 命题 3.2.1 知 ， 
若 取 P 是 包含 C 的 FF 的 最 小 正规 扩 域 , 则 4 的 单位 元 1 在 Cy 中 可 分 解 成 上 个 
两 两 正 交 的 寡 等 元 的 和 

1= el 十 … 十 et (3.3.2) 
今 证 Ap 是 已 上 中 心 单 代数 的 直 和 、. 
利用 (3.3.2), 注意 到 es 在 Ap 的 中 心 Cp 中 , 便 得 


Ap=Bi®:…@B, B,= Ap:ep. (3.3.3) 
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下 面 来 证 明 每 一 Bv 都 是 P 上 中 心 单 代数 . 
为 此 把 4 看 成 其 中 心 C 上 的 代数 . 这 时 4 是 C 上 的 中 心 单 代数 . 设 a1，… ,an 
为 4 在 C 上 的 一 个 基 , 其 乘法 表 为 


aiaj= Dasak, hed, (3.3.4) 
k 
则 作为 C 上 中 心 单 代数 4 的 纯 量 扩张 , 4@ oP 是 P 上 的 中 心 单 代数 且 以 a1,…， 


on 为 基 , 以 (3.3.4) 为 乘法 表 . 
由 (Ap:P)= (4A:F)=(4:0O)(C:F)=n:t 以 及 (3.3.3), 易 见 n.t 个 元 素 


qieni 二 1,…,n,h 二 1,…,t 是 P 上 向 量 空间 hp 的 一 组 生成 元 , 因而 是 Ap 的 一 
个 己基 , 并 且 aiey,i=1,…,n 恰 组 成 B, 在 已 上 的 一 个 基 . P 上 代数 B, 关于 此 
基 的 乘法 表 是 
(aien)(ajen) = (aiaji)(euen) = 》 ob5(aken)， 
大 


即 和 乘法 表 (3.3.4) 一 样 . 即 得 P 上 代数 B, 与 P 上 中 心 单 代数 A@ cP 是 同 构 
的 , 因而 每 一 B, 都 是 P 上 中 心 单 代数 . 

设 下 为 FF 的 任意 有 限 扩 域 , 取 8 为 已 和 天 的 合成 域 , 依 命题 3.2.1 和 命题 
3.2.2, 则 由 


(4k)o = (4p)p = (Bi)n®@.… @(B)o 


以 及 (B)n, 作为 已 上 中 心 单 代数 的 纯 量 扩张 , 是 2 上 的 中 心 单 代数 , 便 得 (Ak)m 
是 2 上 半 单 代数 , 因而 Ak 也 是 K 上 半 单 代数 .| 

由 上 定理 不 难 推 得 

定理 3.3.2 ” 设 已 上 半 单 代数 4 = 》，@ 4i, 4; 是 单 代数 , 则 4 是 分 离 代数 
当 且 仅 当 每 一 单 代数 4; 的 中 心 Ci 是 F 的 分 离 扩 域 . 

注意 到 特征 为 零 的 域 F 的 任意 有 限 扩 域 都 是 分 离 扩 域 , 有 

定理 3.3.3 ”特征 为 零 的 域 F 上 的 任意 半 单 代数 都 是 分 离 代数 . 

定理 3.3.4 FF 上 半 单 代数 4 是 分 离 的 <=> 存在 下 的 一 个 有 限 扩 域 P 使 
Ap 是 P 上 全 和 矩阵 代数 的 直 和 |. 

证 “=>”. 在 定理 3.3.1 的 证 明 中 , 可 以 看 到 , 车 4 是 分 离 代数 , 则 存在 一 有 限 
扩 域 P, 使 4p 是 已 上 中 心 单 代数 的 直 和 . 但 每 一 P 上 中 心 单 代数 B 都 有 一 纯 量 
扩张 Bk 是 K 上 全 矩阵 代数 , 其 中 , K 是 P 的 有 限 扩 域 . 取 这 些 K 的 一 个 合成 域 
2, 便 得 4p 是 2 上 全 和 矩阵 代数 的 直 和 . 

“<”. 请 读者 去 证 .| 

定理 3.3.4 中 出 现 一 个 有 用 的 概念 , 可 以 写成 
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定义 3.3.2 ” 域 下 的 一 个 扩 域 天 叫做 天 上 代数 4 的 一 个 分 裂 域 , 若 Ak 是 
天 上 全 矩阵 代数 的 直 和 . 


3.4 中 心 单 代数 的 自 同 构 、 单 子 代数 


在 本 节 中 证 明 关 于 中 心 单 代数 的 两 个 定理 . 一 个 是 说 它 的 自 同 构 必 是 内 自 
同 构 . 和 和 群 的 内 自 同 构 概 念 类 似 的 ， 有 单位 元 的 代数 4 的 一 个 自 同 构 yp 叫做 
内 自 同 构 , 如 果 存 在 4 中 可 逆 元 a, 使 得 zp = a-!za, Yr e A. 在 线性 代数 中 我 
们 知道 域 F 上 全 矩阵 代数 玉 的 自 同 构 都 是 内 自 同 构 , 上 述 结果 是 这 个 定理 的 一 
个 推广 . 另 一 个 是 说 中 心 单 代数 的 单子 代数 在 一 定 意义 下 是 成 对 出 现 的 . 这 些 定理 
本 身 就 很 重要 , 并 有 广泛 应 用 . 另外 , 在 下 面 构造 一 种 特殊 类 型 的 中 心 单 代数 时 , 它 
们 又 是 必 不 可 少 的 . 

先 证 下 面 的 引 理 : 

引 理 3.4.1 设 4 是 已 上 单 代数 , 其 单位 元 是 1, 已 上 有 限 维 向 量 空间 立 关 0 
是 4 上 代数 模 且 r.1= z,Yz eV, 则 V 是 有 限 个 既 约 4 模 的 直 和 , 并 且 Y 的 每 
一 个 既 约 子 模 都 与 4 的 任 一 极 小 右 理 想 (看 成 4 的 代数 模 ) 同 构 . 随 之 , 单 代数 4 
的 极 小 右 理想 作为 4 模 是 彼此 同 构 的 . 

证 取 Y 的 一 个 既 约 子 模 W( 由 V 是 上 有 限 维 空间 知 这 样 的 既 约 子 模 是 
存在 的 ) 以 及 4 的 一 个 极 小 右 理想 R. 

车 WR =0, 则 W 的 零 化 子 B= {a € AlVoa = 0} 包含 R, 因而 不 为 零 . 易 见 
B 是 4 的 理想 , 由 4 的 单 性 知 4 = B, 从 而 WA = 0, 这 与 假设 .1 = xz,vrz EV 
相 了 矛盾, 故 VoR 取 0. 因而 存在 zo e Wo, 使 zoR 关 0. 显然 zoR 是 子 模 , 由 Vo 的 既 
约 性 得 WW = zoR. 直接 验证 知 对 应 

piR=o WW = zoR, 
rT Zor 
是 代数 模 R 到 W 上 的 同 态 对 应 . 由 R 的 极 小 性 知 y 是 同 构 对 应 , 即 既 约 模 Vo > R. 
由 之 便 得 单 代数 4 的 所 有 极 小 右 理 想 看 成 4 的 代数 模 是 彼此 同 构 的 . 

另 一 方面 , 由 于 4 = D@ 及 , 车 令 ei 为 矩阵 单位 , 4; = eiih, 则 4; 是 4 的 极 

小 右 理想 且 


A=Ai+Az+:…+ An. (3.4.1) 
代数 模 V 是 有 有 限 生成 元 组 的 , 令 z1,22,… ,zm 是 V 的 一 组 生成 元 ， 
了 =z4 十 … 十 Zm4， 


则 由 (3.4.1) 得 
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站 =Zl141 十 … 十 Zl4n 十 Z241 十 … 十 Z24n 十 … 十 Zm4n- 


这 里 每 一 z;A; 或 等 于 零 或 是 与 4; 同 构 的 既 约 模 . 在 此 和 中 去 掉 一 切 可 去 的 被 加 
项 , 假定 剩 下 来 的 既 约 模 是 Vi，,… ,Vs, 则 易 见 


V = Vi@… @V。 (代数 模 的 直 和 ). | 


定理 3.4.1 (Noether-Skolem 定理 ) ” 设 4 是 上 中 心 单 代数 ,BB 和 B' 是 4A 
的 两 个 单子 代数 且 4,B 和 B' 有 共同 的 单位 元 1, 则 F 上 代数 B 与 B' 间 的 任意 
同 构 对 应 可 以 扩充 成 代数 4 的 一 个 内 自 同 构 . 

证 设 F 上 有 限 维 向 量 空间 4 所 有 线性 变换 作成 的 代数 为 T, 则 


T= LaRa = La®Ra, 


其 中 , La(Ra) 是 利用 4 中 元 素 作 左 ( 右 ) 乘 所 组 成 的 T 的 子 代数 . 令 Rs 表示 用 
B 的 元 素 作 右 乘 的 全 体 , 则 显然 Re C Ra 且 LaRs = La8®Rs. 令 


C=La®Rs, 


则 知 C 是 上 单 代数 . F 上 向 量 空间 4 可 看 成 是 C 上 代数 模 . 由 于 4, B 有 共同 
单位 元 , 故 C 的 单位 元 是 空间 4 的 恒 等 变 换 , 这 样 由 引 理 3.4.1, C 上 代数 模 4 是 
有 限 个 既 约 模 4; 的 直 和 ， 


A= 4 十 … 十 hn (3.4.2) 


同样 , 令 C' = LaRs' = La4®@Rs', 则 C' 上 代数 模 4 也 是 有 限 个 C' 上 既 约 
模 44 的 直 和 ， 


4=4+… 十 4 (3.4.3) 


设 给 定 的 同 构 对 应 为 
y:B—B', 


bb. 


另 一 方面 ,5 一 Bo 人 呈 Rw) 给 出 B(B') 和 Ra(Ra') 间 的 同 构 对 应 , 故 Rs 一 Ry 
给 出 Rs 到 Ra, 上 的 同 构 对 应 . 随 之 


a= DLaRo mm Lo,Ro =a! (3.4.4) 


就 给 出 代数 La @ Rs 到 La @ Rs, 上 , 也 就 是 C 到 C' 上 的 同 构 对 应 . 由 引 理 3.4.1， 
(3.4.2) 中 的 A; 和 C 的 极 小 右 理想 作为 C 上 代数 模 是 同 构 的 , (3.4.3) 中 的 4! 和 
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C0"' 的 极 小 右 理想 作为 C' 上 代数 模 是 同 构 的 , 随 之 , 在 4 和 A 之 间 有 一 个 一 一 对 
应 zi zh, 使 得 
Ti 十 姑 丫 4 十 级 ， 


, 
EA 


不 妨 设 m < n. 这 样 在 4= 4 十 十 4n 和 Ai 十 … 二 A 之 间 (也 就 是 4 到 A 
内 ) 就 有 一 个 一 一 对 应 
yp:A— 4, 
T=71+ "+Imm T+ Th = 2 
满足 
p(T+Y) = ¥(7) + p(y), 
9(za) = P(z)a' (3.4.5) 
取 a= LoRias4, 则 a=ow, 故 有 
9(az) = (ra) = 9P(z)a' 一 9(z)a = ap(7)， 
即 是 
plar) = ap(z)，vae 4. (3.4.6) 
令 z=loepll)=ce4, 得 pa) = ac 由 于 yp 是 一 一 对 应 , 故 对 任意 ae 4, 若 
ac=0, 则 必 a=0, 即 c 不 是 4 的 右 零 因子 . 注意 到 4 是 有 限 维 代数 , 故 c 必 有 左 
道 元 , 随 之 c 是 可 逆 元 . 
在 (3.4.5) 中 取 a= LiR,be B, 则 有 

Pzb) = p(z)b. (3.4.7) 

由 (3.4.6), (3.4.7) 便 得 
bc= bp(1) = (6b:1)= p(1:b) = p(1)b = cb 
即 
clbc=b. 

这 样 , 给 定 的 代数 B 到 B' 上 的 同 构 对 应 5 以 就 扩充 为 元 素 c 所 确定 的 代数 4 
的 内 自 同 构 . | 


这 个 定理 先是 对 域 F 上 全 矩阵 代数 FF 证 的 , 现在 对 域 上 中 心 有 限 维 可 除 
代数 D 上 的 全 矩阵 代数 Du( 看 成 已 上 代数 ) 也 已 证 明 . 实际 上 对 证 明 稍 加 修改 ， 
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特别 是 关于 c 是 可 逆 元 的 证 明 , 可 以 去 掉 D 在 F 上 的 维 数 是 有 限 的 限制 , 把 它 留 
给 读者 去 做 . Noether-Skolem 定理 有 很 多 应 用 , 从 下 面 讨论 中 心 单 代数 的 单子 代数 
中 也 可 看 到 它 是 一 个 有 力 结果 . 

引 理 3.4.2 设 4 是 上 mn 维 有 单位 元 的 代数 , 把 4 看 成 F, 的 子 代 数 , 则 
FA~A-l. 

证 ”把 脉 ,4,4-1 顺序 看 成 是 F 上 n 维 向 量 空 间 4 上 的 线性 变换 代数 
7T, Ra, La. 欲 证 定理 只 需 证 明 TR4 = La. 

我 们 知道 La C TR4. 另 一 方面 , 设 a ET 为 与 一 切 Ra。,a e 4 交换 者 , 则 有 


z(aRa) = z(Raa), 


即 
(za)a= (za)a, Vzr,a€ A. 

取 z=1, 令 c=1lae Ah, 得 ca=aa,Vae Ah, 即 a= LeLa, 故 得 TR4 =La， | 

定理 3.4.2” 设 4 是 域 已 上 中 心 单 代数 , B 是 4 的 一 个 n 维 单子 代数 且 与 
4 有 共同 单位 元 , 则 有 

(1) 43 是 单子 代数 , 与 4 有 共同 单位 元 ; 

(2) A4”) = B; 

(3) (A:F)=(B:F)(A3 :万 ); 

(4) AB@F, ~ A®B-!. 

证 先 证 (4). 令 C = A4®@ Fh, 由 定理 3.1.1 知 , 它 是 一 个 尺 上 中 心 单 代数 , 由 
于 n 维 代数 B 可 同 构 地 嵌入 F，, 即 与 F 的 一 个 子 代 数 Bo 同 构 , 这 样 便 有 


C24A42B~BoCcF Co, 


即 C 中 有 两 个 彼此 同 构 的 单子 代数 B 和 Bo. 由 上 面 定理 得 必 有 代数 C 的 内 自 同 
构 p, 使 Bp = Bo. 随 之 也 有 (4@ 了 及)sp = (4@ 及 )m. 由 引 理 3.1.1, 有 


(A@ Fn)? = A ®F,, 
(A@Fn)®= AGFhm = AGB! ~ AGB™, 
故 (43@)p = A@ Bo', 即 得 (4). 
证 (1). 作为 中 心 单 代数 与 单 代数 的 张 量 积 , 4@ B-! 是 单 代数 , 再 由 (4) 便 知 


43 @ Fn 是 单 代数 , 因而 43 是 单 代数 . 显然 它 含 4 中 单位 元 . 
证 (2). 由 引 理 3.1.1, 有 


(4@ 丽 )4 er = A(W') @ F = 4049)， 
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(4@ 瓦 )4em = F@FB = Bo. 
注意 到 是 4@ 有 到 的 自 同 构 且 (42@ 玉 )p= A®@ B51!, 故 有 
A(4")y = Bo. 


另 一 方面 ， 
By = Bo, 


故 有 4A(4") = B. 
证 (3). 由 (4) 得 (43:F)n?= (4A:F),, 故 


(A:F)= (43:F)n=(A3:F)(B:F). | 


定理 3.4.2 说 明 中 心 单 代数 4 内 与 4 有 共同 单位 元 的 单子 代数 成 对 出 现 : 有 
一 个 B, 就 有 一 个 C, 此 处 C = 43,B= AC 且 (4 :F)=(B:F)(C :下 ). 这 个 定 
理 常 称 为 双 中 心 化 子 定理 . 在 下 面 将 利用 它 进 一 步 找到 中 心 单 代数 的 有 “好 ”性 质 
的 分 裂 域 . 


3.5 中 心 单 代数 的 分 裂 域 


在 3.2 中 已 经 看 到 , 中 心 单 代数 都 有 分 裂 域 . 在 本 节 中 将 要 证 明 , 对 已 上 中 心 
单 代数 4 必 有 已 上 的 正规 扩 域 N 作为 它 的 分 裂 域 . 为 此 , 当然 只 需 考虑 已 上 中 
心 可 除 代数 D 就 够 了 . 
设 刀 是 玉 上 中 心 可 除 代数 , K 是 下 上 n 次 扩 域 . 显然 D@, 含有 与 上 
代数 K 同 构 的 子 域 . 这 样 就 有 最 小 正 整数 7, 能 使 4= D&@ F; 含有 与 天 同 构 的 子 
域 


定理 3.5.1 ” 设 D 是 已 上 中 心 可 除 代数 , K 是 上 有 限 扩 域 而 + 是 最 小 正 

整数 , 能 使 A= D@ FF; 含有 与 FF 上 代数 K 同 构 的 子 域 , 则 下 列 各 命题 是 等 价 的 : 

(1) K 是 DD 的 分 裂 域 ; 

(2) K 是 4 的 极 大 子 域 ( 即 K 不 被 4 的 更 大 子 域 所 包含 ); 

(A=EK. 

证 在 下 面 的 讨论 所 涉及 的 代数 都 有 共同 单位 元 , 将 不 每 次 重复 了 . 

首先 证 明 , A* 是 一 个 可 除 代数 . 

由 于 D, 都 是 中 心 单 代数 , 故 其 张 量 积 4 也 是 . 但 K 是 4 的 单子 代数 , 由 
定理 3.4.2, 4A* 是 单 代数 , 随 之 A* = Di @ 五. 车 AK 不 是 可 除 代数 , 则 + > 1, 今 
证 这 是 不 可 能 的 . 


3.5 ”中心 单 代数 的 分 裂 域 .57. 


由 定理 1.5.5, 4 = Fi®@Am， 再 由 定理 3.4.2，AF 是 单 代数 , 随 之 4 = 
Do @ 下 ,. 这 样 
A=F®Ar=F®D,®F,= D,® Fr. 


由 关于 单 代数 的 唯一 性 定理 知 D ~ D2,7 = st. 随 之 


ui 
#8==<T. 
t 


另 一 方面 , K 与 及 元 素 间 交 换 , 故 
KCcAr=D®F,, 


这 与 7 的 最 小 性 是 矛盾 的 . 故 A* 是 可 除 代 数 . 
现在 来 证 (1)<=>(3). 由 定理 3.4.2, 注意 到 K 是 域 , 有 


AF@F, ~ ABK =(D@K)®F, = (D'® Fn)®F,, 
其 中 , D' 是 可 除 代数 . 由 于 4* 是 可 除 代 数 , 再 由 唯一 性 定理 知 A* ~ D', 因而 
De@K = A ®Fn. (3.5.1) 


式 (3.5.1) 说 明 , 车 4* = K, 则 K 是 D 的 分 裂 域 ; 反之 , 若 K 是 D 的 分 裂 域 . 则 
AK KK. 但 Kc AK 且 都 是 已 上 有 限 维 代数 , 故 A* = 天 . 

最 后 证 (2) <=> (3)， 若 A* 承 K, 则 由 于 A* 2 K, 必 有 a € A*\K. 
天 [al S AK, 因而 Klal 无 零 因子 , 另 一 方面 它 显然 是 上 有 限 维 交 换代 数 , 故 得 
天 Ia] 是 子 域 , 因而 K 不 是 4 的 极 大 子 域 . 

反之 , 若 KK 不 是 极 大 子 域 , 则 有 域 K', 使 


KcK'cAh, 


因而 44 2 K', 随 之 AK 郑 K. | 

作为 定理 3.5.1 的 推论 有 下 面 关于 可 除 代数 的 结果 . 

定理 3.5.2 ” 设 DD 是 域 忆 上 中 心 可 除 代数 , 则 

(1) D 的 每 一 极 大 子 域 都 是 D 的 分 裂 域 . 随 之 , 有 限 维 可 除 代数 D 含有 自己 
的 分 裂 域 ; 

(2) 对 于 的 每 一 极 大 子 域 K, 有 (D : F) = (K : F)?; 

(3) 车 NN 是 万 的 一 个 分 裂 域 , 则 V(D : 已 ) 整除 (N : 五 ). 

证 (1) 是 定理 3.5.1 中 7 =1 的 情形 . 
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证 (2). 设 天 是 可 除 代数 D 的 极 大 子 域 , 当然 K 是 单子 代数 , 由 定理 3.4.2, 知 
(D:F)=(K:F)(D* :7), 


但 DK=K, 故 (D:F)=(K:F)?. 
证 (3). 根据 定理 3.5.1 前 面 的 讨论 以 及 定理 3.5.1, 知 N 必 是 某 一 中 心 单 代数 


A=D®@F, 
的 极 大 子 域 且 N = 4N, 故 有 
(A:F)=(N:F)(AN:F)=(N:F)=(D:F)r’, 


(N:F)= VOD: 可 .nm 
故 得 (3)，| 

虽然 已 经 知道 中 心 单 代数 4 都 有 分 裂 域 , 但 仍 需 进一步 探讨 , 它 是 否 有 性 质 
“好 ”的 分 裂 域 . 这 对 进一步 探讨 中 心 单 代数 的 构造 是 重要 的 . 利用 上 面 结果 去 证 ， 
4 一 定 有 分 裂 域 K 而 K 是 F 上 的 正规 扩 域 . 先 证 下 面 这 个 属于 Noether 的 结果 . 

定理 3.5.3 设 刀 是 已 上 中 心 可 除 代数 且 万 地 书 则 万 含有 子 域 天 3 书 
它 是 上 的 分 离 扩张 . 

证 任 取 weD\F, 则 易 见 Flu] 是 D 的 子 域 且 Flu] 2 已 由 于 特征 为 零 的 
域 或 者 有 限 域 上 的 有 限 扩 域 都 是 分 离 的 , 故 可 假定 F 的 特征 p 关 0. 以 及 下 是 无 
限 域 . 

假定 定理 不 成 立 , 则 对 任意 ve D\F, Flu] 都 是 纯 不 可 分 离 扩张 , 这 时 我 们 知 
道 对 任意 ue D\F 都 有 一 个 正 整数 e,z?” - aa e F, 是 的 最 小 多 项 式 . 由 于 所 
有 这 些 pe < (D : F), 故 存在 一 个 正 整数 s, 对 任意 ve D 都 有 


WP E 下 
取 呈 在 已 上 的 一 个 基 lva,，……,un, 则 万 中 任意 元 素 可 写成 
4 一 上 十 Eua 十 … 十 Entuny 


uP” = fi(€) + fal(é)juz + + fn(E)un ER, 


把 & ,… ,én 看 成 上 不 定 元 , 其 中 , fi(€) e F[&1,… ,én]， 由 于 FF 是 无 限 域 而 当 
和 en 在 忆 中 取 任意 值 时 , 户 (6 =… = 所 (&) = 0, 故 所 ,…, fn 是 零 多 项 式 . 

现在 取 D 的 一 个 分 裂 域 K, 那么 对 于 Dk 中 任意 元 v = aa + aaua 十 …. 十 
anun, ai E K 来 说 , 便 有 
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uw’ = fi(a)ek. 


但 这 是 不 可 能 的 , 因为 Dk = Km 中 矩阵 单位 ell 的 任何 次 方 仍 等 于 ell 而 不 在 系 
数 域 K 中 . 此 矛盾 说 明定 理 成 立 ，| 

定理 3.5.4” 设 DD 是 下 上 中 心 可 除 代 数 , 则 D 含有 极 大 子 域 K 且 KK 是 下 
上 分 离 扩 域 . 

证 ”由 定理 3.5.3, D 含有 异 于 FF 的 下 上 分 离 扩 域 . 由 (D : 已) 的 有 限 性 得 DD 
含有 极 大 分 离子 域 K, 即 K 不 含 在 更 大 的 分 离子 域 中 . 

假定 K 不 是 DD 的 极 大 子 域 . 由 定理 3.4.2, DK 是 可 除 代数 D 的 单子 代数 ， 
而 是 可 除 代数 且 D(2") = K. 另 一 方面 , DK > K, 故 DK 是 K 上 中 心 可 除 代数 ， 
由 定理 3.5.3, DA 含有 异 于 K 的 K 上 分 离 扩 域 K', 随 之 K' 是 已 上 分 离 扩 域 . 这 
与 关于 K 的 选择 是 矛 看 的 , 故 K 是 D 的 极 大 子 域 .| 

这 个 定理 中 的 FF 上 分 离 扩 域 K, 由 定理 3.5.2, 是 可 除 代数 D 的 分 裂 域 . 注意 
到 已 上 分 离 扩 域 必 会 在 上 的 一 个 正规 扩 域 中 以 及 分 裂 域 的 扩 域 仍 是 分 裂 域 , 便 
得 下 面 重要 结果 . 

定理 3.5.5 ”已 上 中 心 单 代数 必 有 分 裂 域 N 且 N 是 上 正规 扩 域 . 

这 样 中 心 可 除 代数 有 正规 扩 域 为 其 分 裂 域 . 代数 中 一 个 著名 的 问题 是 : 在 请 上 
中 心 可 除 代数 D 的 极 大 子 域 (我 们 知道 , 它们 都 是 D 的 分 裂 域 ) 中 有 上 的 正规 
扩 域 吗 ? (Amitsur, 1972) 中 给 予 否 定 的 解决 . 
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本 节 讨 论 有 限 域 和 实数 域 上 的 中 心 可 除 代数 , 对 它们 给 出 完全 的 刻画 , 这 也 可 
看 成 是 Noether-Skolem 定理 的 一 些 应 用 . 


引 理 3.6.1 ” 设 G 是 一 个 有 限 群 ,H 是 G 的 一 个 真子 群 ， MO Ug Hy 


证 设 G 的 阶 为 n,H 的 阶 为 m, 而 n=mk,k>2, 则 因为 利用 六 的 同一 左 
陪 集 的 元 素 只 能 得 出 一 个 与 厂 共 轿 的 子 群 , 故 与 互 共 思 的 子 群 最 多 有 个 . 每 一 
与 厂 共 思 e 的 子 群 之 阶 为 m 而 它们 都 含有 共同 的 单位 元 , 所 以 其 并 的 元 素 最 多 只 能 
有 mk 一 (k 一 1)==n 一 (k 一 1) <n, 故 得 引 理 3.6.1. | 

引 理 3.6.2 ”车 Ki, Kz 是 有 p" 个 元 素 的 两 个 有 限 域 且 有 共同 子 域 F, 则 把 
Ki, Kz 看 成 上 代数 时 , 它们 也 是 同 构 的 . 

证 我们 知道 Ki 和 Kz 都 是 素 域 P 上 多 项 式 zz" - z 的 完全 分 解 域 . 这 样 
Ki, Kz 也 都 可 看 成 下 上 多 项 式 zz” ~- z 的 完全 分 解 域 , 因而 存在 使 FF 中 元 素 不 变 
的 , Kl 和 K2 间 的 同 构 对 应 , 也 就 是 上 代数 Ki, Ks 是 同 构 的 ，| 

定理 3.6.1 (Wedderburn 定理 ) ” 任 一 有 限 除 环 D 是 一 个 域 . 
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证 ” 设 D 的 中 心 是 F. 车 D = 下, 则 定理 得 证 . 设 D 关 F. 此 时 DD 是 有 
限 域 上 有 限 维 中 心 可 除 代 数 且 (D : F) = n? > 1. 由 定理 3.5.2, D 有 极 大 子 域 
K,(K:F)=nKoF. 

另 一 方面 , D 中 任意 元 素 都 必 含 在 某 个 极 大 子 域 K' 中 . 同样 也 有 (天 : Ff) = 
n,K' D2 F. 由 引 理 3.6.2, F 上 代数 K 和 天 ' 是 同 构 的 . 这 样 在 D 中 有 两 个 同 构 
的 单 代数 . 依 Noether-Skolem 定理 , 此 同 构 对 应 可 扩充 为 D 的 内 自 同 构 , 随 之 , 有 
deD, 使 


dKd=K'. 
这 说 明 


D= 人 dkd 
0x#deD 


D*= LU dKd, 
deD* 

其 中 , D* = D\{0}, K* = K\{0} 都 是 乘 群 ,这 与 引 理 3.6.1 的 结果 相 矛 盾 ， 故 
D=F. | 

此 定理 说 明 , 有 限 域 F 上 , 除 自己 外 没有 有 限 维 中 心 可 除 代数 . 

定理 3.6.2 (Frobenius 定理 ) ”(1) 车 D 是 实数 域 上 有 限 维 中 心 可 除 代 数 ， 
则 D 同 构 于 四 元 数 代数 ( 见 例 1.2.3); 
(2) 实数 域 上 有 限 可 除 代数 只 有 已 本身、 复数 域 和 四 元 数 代数 . 
证 任 取 定 D 的 一 个 极 大 子 域 K, 则 天 是 实数 域 F 的 有 限 扩 域 . 易 知 实 
数 域 上 在 同 构 意义 下 只 有 一 个 有 限 扩 域 , 那 就 是 复数 域 . 这 样 K = 五 二 Fi, 其 中 ， 
记 = 一 1. 随 之 , 由 定理 3.5.2, (D : F) = (K :FF)? =4. 对 应 


op 天 一 天， 


at+fBi—=a—fi, aBpeF 
是 尺 上 单 代 数 KK 到 自身 上 的 同 构 对 应 . 由 Noether-Skolem 定理 , 存在 de D, 使 


a—PBi=y(a+fPi)=d (a+ Pi)d, 


而 -i = pl = dtid， 这样 -i = drlid = -didrlidd, 即 di = id?, 从 而 
中 e DK. 注意 到 K 是 极 大 子 域 , 故 有 DX = K, 随 之 J? e K. 另 一 方面 ， 


ep(@) = dld2d = a, 


37 交 又 积 61. 


而 天 中 元 素 在 共 思 对 应 p 下 不 变 的 元 素 必 在 F 中, 故 实际 上 d? < F. 由 于 d 下， 
故 d? 不 能 是 正 实数 , 即 四 = -ao?,a e F 令 j=d/a, 则 六 = 一 1,i= 一 ij. 易 证 元 
素 1,i,j, 生 = 在 上 线性 无 关 的 . 注意 到 (D : F) =4, 便 知 它们 组 成 上 代数 D 
的 一 个 基 , 而 它们 之 间 的 乘法 表 刚好 就 是 四 元 数 代数 的 乘法 表 . 故 得 定理 中 的 (1). 
由 (1) 不 难得 (2), 留 给 读者 去 做 | 


3.7 交叉 积 


域 上 中 心 单 代数 依 相似 关系 划分 成 一 些 等 价 类 , 也 就 是 上 Brauer 群 ( 简 
记 作 B(F)) 中 的 元 素 . 若 能 对 这 些 等 价 类 中 的 某 个 代表 进行 较 深入 研究 , 则 对 此 类 
中 的 其 他 代数 也 就 有 了 了 解 , 因为 它们 与 适当 维 数 的 全 矩阵 代数 作 张 量 积 之 后 便 是 
彼此 同 构 的 了 . 选中 心 可 除 代 数 作 这 些 等 价 类 的 代表 是 很 自然 的 , 然而 讨论 起 来 却 
有 很 大 困难 . 本 节 中 将 讨论 的 交叉 积 是 这 些 等 价 类 的 另 一 个 代表 . 

定义 3.7.1 域 已 上 的 一 个 n? 维 中 心 单 代数 4 叫做 已 上 的 一 个 交叉 积 , 如 
果 4 含有 一 个 子 域 N,(N :FF) = VU4: =m 且 是 已 上 正规 扩 域 . 

车 4 是 交叉 积 而 N 是 其 相应 的 子 域 , 则 由 定理 3.4.2 及 定理 3.5.1 易 知 N 是 
4 的 分 裂 域 . 

下 面 定理 说 明 交 叉 积 所 占 的 地 位 . 

定理 3.7.1 ” 域 已 上任 一 中 心 单 代数 4 都 与 一 个 交叉 积 相似 . 

证 ”由 定理 3.5.5, 4 有 分 裂 域 N 且 N 是 已 上 正规 扩 域 . 令 4= DB@F, 而 7 
是 最 小 正 整数 使 B = D ®@ F; 含有 与 上 代数 N 同 构 的 子 域 , 则 把 N 看 成 B 的 
单子 代数 时 , 应 用 3.4 节 中 双 中 心 化 子 定理 及 定理 3.5.1 知 N 是 B 的 极 大 子 域 , 且 
(B:E)=(N:R) (CBN :; 卫 ) = (N :也 )?, 故 中 心 单 代数 B 是 交叉 积 . 另 一 方面 显然 
有 4 和 B 是 相似 的 .| 

下 面 来 讨论 交叉 积 的 构造 . 

设 4 是 已 上 7 维 交叉 积 而 N 是 相应 的 n 次 正规 子 域 . 设 G 是 N 在 F 上 
的 Galois 群 , 其 阶 为 n, 其 元 素 用 5,7 等 符号 表示 , 其 单位 元 记 作 E. G 中 每 一 元 
素 5 都 是 已 上 代数 N 的 一 个 自 同 构 , N 中 元 素 > 在 自 同 构 9 作用 下 的 象 记 作 
23. 由 Noether-Skolem 定理 , 必 有 us e 4, 使 得 


Us lzus = 


对 G 中 每 一 5, 把 相应 的 us( 当 然 它 的 取 法 不 是 唯一 的 ) 取 定 下 来 . 约定 在 下 面 定 
理 中 使 用 这 些 符 号 . 

定理 3.7.2 ” 设 4 是 忆 上 zz 维 交叉 积 , N 是 4 的 一 个 n 次 正规 子 域 , G 是 
和 在 已 上 的 Galois 群 . S,us,Se G 之 意义 如 上 , 则 有 


rd 


加 .本 第 3 章 ”中 心 单 代数 


(1) 4 中 每 一 元 素 a 可 以 唯一 地 表 成 以 下 形式 : 


a 一 Us25 十 … 十 urz7 = Duszs, zs €N; 
SeG 

(2) zus = uszs, Vz € N,S € G; 

(3) usur = usrTgs,T, 其 中 , gs,r € N,VS,T € G; 

(4) gsirR .grR = gsT,RIS.T,YS, T, RE G. 

证 ”由 (3.7.1) 便 得 (2). 

证 (1). 利用 代数 4 的 乘法 , F 上 向 量 空 间 4 可 以 看 成 N 的 ( 右 ) 代数 模 ( 注 
意 , 4 和 N 之 间 的 乘法 是 不 交换 的 , 4 不 是 域 N 上 的 代数 而 是 N 上 的 右 模 , 作为 
域 V 上 的 代数 右 模 仍 有 线性 无 关 、 维 数 等 概念 ). 由 (4 : F) = n?,(N :FF)=n 得 
4 是 N 上 mn 维 右 模 . 为 了 证 明 (1), 现在 只 需 证 明 n 个 元 素 us,Se G 是 N 上 线 
性 无 关 的 . 

假定 它们 线性 相关 , 不 妨 认定 us, …,usr,r < 是 一 个 极 大 无 关 组 . 于 是 ws 
可 由 它们 线性 表示 ， 


Us, = USiZ1+ +iuszr, ZEN. 
令 F 上 正规 扩 域 N = F(zo), 由 已 证 过 的 (2) 有 
z0us, — us, 26" = 0, 


siz1(28 一 2") 十 … 十 Us,zr(z 夫 "一 2") = 0. 


随 之 有 
AE — 28") =0, f= er 
但 当 i 关 n 时 , Si, 5n 是 N = F(zo) 的 不 同 自 同 构 , 故 
这 — 20" #0. 


因而 z= 0,i = 1,…,7, 即 得 vs = 0. 但 这 是 不 可 能 的 . (1) 得 证 . 
证 (3). 对 任意 ze N,S,Te G, 有 


zusuT = UszSur = usurzsT, 
ZusT = UST257, 


z(usurust) = usurzs Tust = (usurust)z, 


Usurust =hsr€ AN=N. 
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令 gsr=1Ss8, 则 gsreN 且 
Usur = jsiTusT = usTh3y = usTgs,T. 

最 后 证 (4). 利用 4 中 乘法 结合 律 (usur)ur = us(wru) 并 利用 (2), (3) 直接 
计算 便 得 .| 

这 样 , 交叉 积 4 的 构造 就 由 NN 和 N 中 一 个 n? 个 元 素 的 集合 9 = {gsr} 完 
全 决定 了 . 把 上 面 的 讨论 倒转 过 来 , 由 下 的 一 个 正规 扩 域 N 以 及 N 中 一 个 满足 
定理 中 (4) 的 集合 g = {gs,r} 出 发 , 也 能 构造 出 一 个 中 心 单 代数 来 . 先 引 入 

定义 3.7.2” 设 NN 是 域 "上 正规 扩 域 而 G 是 其 Galois 群 . 令 g 是 GxG 到 
N 中 的 一 个 函数 , 在 (5S,T) 处 的 值 记 作 gsir, 且 知 gs,r 承 0,v5,T e G. 车 满足 条 件 


gs,TRIT,R = gsT,RgS.T, VS,T,REeG, 


则 称 9 为 N 的 一 个 因子 组 . 

常 把 g 和 集合 {gs,r} 等 同 起 来 . 

现在 来 利用 已 上 n 次 正规 扩 域 N( 其 Galois 群 是 G) 以 及 其 中 的 一 个 因子 组 
9g = {gs,r} 来 构造 一 个 交叉 积 . 

群 G 有 n 个 元 素 51,… ,5n, 形式 地 取 n 个 符号 wus,，,… ,us,,, 以 之 为 基 作 域 
NN 上 的 右 模 4. 这 样 , 4 中 元 素 a 可 以 唯一 地 表 成 


Q 一 4si21 十 … 十 Usszn，2EN. 
车 be 4, 而 = us 加 十 … 十 us yi E NN, 则 规定 
a+b=us(z1 +) + + us, (Zn + yn), 


az = Us (212) + Us, (2n2). 


如 下 规定 4 中 的 乘法 : 
(5 oa (Fu) we Dusis;gsu,s, zy 


8 
这 个 形式 定义 的 乘法 可 以 设想 为 利用 


zus=uUszs, zEN, 


UsuT= USTYS,T 


以 及 分 配 律 而 得 . 
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直接 验证 , 可 知 4 中 分 配 律 和 结合 律 都 是 成 立 的 . 例如 , 看 一 下 结合 律 , 在 证 
完 分 配 律 后 , 为 此 只 需 验 证 


[(uszr)(urg)](unz) = (usz)[(ury)(uaz)] (3.7.2) 


直接 计算 知 
(3.7.2) 的 左 侧 = (usrgsrz7y)(unz) 
一 MU(ST)R9ST,R9 人 GTTTAURz， 
(3.7.2) 的 右 侧 = (usz)(uragr,RyRz) 
=uUSs(TR)ISTRIT,RT RyRz. 
由 于 {gs,r} 是 因子 组 以 及 (ST)R = S(TR), 故 得 (3.7.2). 
这 样 便 得 4 是 结合 环 . 
定理 3.7.3” 设 NN 是 域 记 上 n 次 正规 扩 域 ,g = {gs,r} 是 NN 的 一 个 因子 组 ， 
则 上 面 构造 的 结合 环 4 是 一 个 交叉 积 . 
证 首先 证 明 环 4 有 单位 元 e = uggals, 这 里 的 巨 是 群 G 的 单位 元 . 
为 此 , 计算 
e(usz) = usgE,s(gEg) 2, 
(usz)e = usgs,eg9E pz. 


在 因子 组 g 所 适合 的 关系 式 
gS,TRIT,R = gsT,RIST 
中 顺序 令 5=T=E,R=5 以 及 T=R=EE, 得 


gE,SIE,S = gE,sgE,p, Bh ge,s(g8,g) 1! = 1, 
gs,EgE,E = gs,g9s,E, BW gs,B(gE,B)-1 一 1， 


其 中 , 1 是 N 中 单位 元 . 这 样 便 得 
e(usz) = (usz)e = usz, 


即 e 是 4 的 单位 元 . 

其 次 证 明 环 4 的 中 心 是 eF. 

显然 eF 属于 4 的 中 心 . 另 一 方面 , 假定 a= 》 wuszs 在 4 的 中 心 内 , 由 a 与 
ez(z E N) 交换 , 得 


Duszsz =a(ez)= (ez)a= Duszszs. 


3.7 交叉 积 65. 


由 于 us 组 成 4 在 N 上 的 基 , 得 

(z—2z5)zs =0, VzEN. 
除非 S = 已, 否则 总 有 zx e N, 使 > 地 z5, 故 得 

zs 一 0， 当 3 大 已 时 ， 
即 
Q = upzZE 一 e(9gBE,B2B) 一 ez0， 
其 中 , zo = gpB,BzB E N. 再 利用 a 与 每 一 us 交换 , 得 
usz0 = us(e20) = (ezo)us = us28, 
20= 蕉 ，VS EG. 


随 之 zo € F, 即 a = ezo € eF. 这 就 证 明了 环 4 的 中 心 是 eF. 
这 时 环 4 可 看 成 其 中 心 eF ~ 上 的 代数 . 
现在 证 明 4 是 单 代数 . 
令 I 是 4 的 一 个 非 零 理想 , 则 了 有 非 零 元 素 a = > ,uszs. 车 a 至 少 含有 两 项 
s 


Qa= Uszs 十 QT2T 十 …， 
取 zeEN 使 zs 了 关 z7, 则 有 
13b= (ez)a— a(ezT) =uszs(z3 — 27) + urzr(zT — 27)+... #0, 
但 5b 比 a 至 少 少 含 一 项 . 这 样 最 终 可 得 了 中 含有 形 如 usy, 0 关 ye N 的 元 素 . 此 时 


13 (usy)(us-12) = upgs,s-1ys "2 


适当 选择 ze N 可 得 e= veg5p El, 因而 1= 4. 

总 起 来 便 得 4 是 eF 上 的 中 心 单 代数 . 另外 4 含有 子 域 eN ~ N,eN 是 eF 
上 的 正规 扩 域 且 (eN : eF) =n, 而 (4A:eF) = (4:eN)(eN :eF) =m2. 这 就 说 明 
4 还 是 eF 上 的 一 个 交叉 积 ， | 

在 定理 3.7.3 中 车 把 A 的 单位 元 e 与 F 的 单位 元 1 等 同 起 来 ， 随 之 把 。 eF 
和 FeN 和 N 等 同 起 来 , 4 便 是 F 上 交叉 积 , 并 含有 正规 子 域 N. 把 由 N 及 
g = {gszr} 依 定理 3.7.3 作出 的 交叉 积 记 作 (NN, g), 它 具 有 定理 3.7.2 中 (1)~(4) 的 
运算 律 . 
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很 自然 地 提出 问题 : 当 正规 扩 域 N 的 两 个 因子 组 g,h 间 有 什么 关系 时 , (N, g) 
和 (N,hh) 是 同 构 的 ? 

为 了 解决 这 个 问题 , 还 是 先 从 一 个 已 知 的 交叉 积 来 考察 . 4 的 正规 子 域 N 的 
每 一 个 自 同 构 S e G, 依 Noether-Skolem 定理 都 可 扩充 成 4 的 内 自 同 构 ps, 然而 
去 实现 它 , 可 供 选取 的 可 逆 元 素 us 是 有 许多 的 . 如 果 4 中 可 逆 元 素 us 可 实现 ps， 
则 对 任意 0 关 cs e N,vs = uscs 也 可 实现 ps. 因为 


vs!zvs = (uscs)-1z(uscs) = cslus!zuscs 
= csps(z)cs = ps(z). 
这 样 , 如 果 取 us,5 e G 为 4 在 N 上 的 基 , 得 因子 组 g 
USUT = USTYS,T, 
则 当 取 vs,Se G 为 4 在 NN 上 的 基 时 便 得 男 一 因子 组 h 
vsvr = usThs,T, 
由 于 


7, | 和 
vsvr = (uscs)(uTer) = usTgs,TCSCT = VsTCSTYS,TCS CT, 


便 得 此 两 因子 组 g 和 h 有 关系 
js = crcgcshgs. (3.7.3) 


这 就 引出 下 面 的 定义 . 

定义 3.7.3 ”车 g,h 是 正规 扩 域 N 的 两 个 因子 组 , 并 对 任意 Se G 有 0 尖 
cs EN 使 (3.7.3) 成 立 , 就 说 因子 组 h 相伴 于 9. 

直接 验证 可 知 因子 组 间 的 相伴 关系 是 一 个 等 价 关系 , 但 这 也 可 以 从 下 面 定理 顺 
便 得 到 . 

定理 3.7.4 ”交叉 积 4= (N,g) 与 B= (N,h) 同 构 当 且 仅 当 因子 组 g 和 是 
相伴 的 . 

证 A 和 B 含 有 共同 的 子 域 N. 令 


4 在 N 上 的 基 是 us,S e G,usur = usTgsiT， 
B 在 NN 上 的 基 是 vs,S e G,usur = vsThsi. 


如 果 g 与 hh 相伴, 即 有 (3.7.3), 则 在 4 中 取 us = uscs, 则 有 wswr = wsrhs7， 
注意 到 ws 也 组 成 4 在 N 上 的 一 个 基 , 由 之 便 得 4 ~ B. 
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反之 , 设 4~ 忆 ,而 p 是 妃 到 4 的 一 个 同 构 对 应 . 在 下 B 中 之 NN 对 应 到 
4 中 子 域 入 上 ， 


Zz 


注意 到 N 也 在 4 中 , 这 样 ~ > 便 给 出 4 中 两 个 子 域 Y 和 N 间 的 同 构 对 应 . 由 
Noether-Skolem 定理 , 此 同 构 对 应 可 扩充 成 4 的 内 自 同 构 , 利用 它 及 y 可 得 B 与 
4 间 的 同 构 对 应 %, 有 
yy:B—A, 
N=oN, 
zmz, 2EN. 


令 ws = (us) e 4, 则 


{ zws = W(zvs) = (usz3) = sz3， 


wswr = Wp(vsvr) = Y(vsThs,r) = wsrhs,T. 
由 (3.7.4) 得 ws!zws = us'zus, 即 
zwsus! = wsus!z, Vz E N. 


于 是 


wsus! =ds € AN =N, 


ws = dsus = usds = uscs, 


其 中 , cs e N. 重复 前 面 作 过 的 讨论 便 知 {gs,r} 和 {hs,r} 相伴 .| 

取 定 正规 扩 域 N, 而 g,h 是 N 的 两 个 因子 组 , 作为 函数 , 它们 之 间 有 乘法 运 
算 : gh = f, 其 中 , fs,r = gs,rhs,T,5,T e G. 直接 验证 知 f 也 是 N 的 因子 组 . 易 
证 N 中 所 有 因子 组 9 关于 此 乘法 作成 Abel 群 Q, 它 的 单位 元 (也 记 作 1, 称 为 单 
位 因子 组 ) 是 对 任意 (S,T) 永远 取 值 1 e N 的 因子 组 , 即 1 = {lsr = 1}, 而 因子 
组 9g = {gs,r} 的 逆 元 素 是 因子 组 {gs 六}. 易 证 Q 中 所 有 与 单位 元 相伴 的 因子 组 作 
成 @ 的 一 个 子 群 7, 而 属于 7 的 同一 陪 集 的 因子 组 是 彼此 相伴 的 . 这 样 , 商 群 8/I 
中 的 元 素 到 因子 组 9 所 在 的 陪 集 ) 就 和 彼此 同 构 的 交叉 积 (N,9),9% e 5 组 成 的 类 
一 一 对 应 起 来 . 这 个 商 群 就 是 同调 代数 中 熟知 的 二 维 上 同调 群 #2(G, N*), 关于 它 
将 在 3.8 节 介绍 . 

本 节 最 后 来 证 明 下 面 重要 结果 : 


[(N, 9)] * [(N, 1)] = [CN gn)]. 
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它 把 Brauer 群 中 的 乘法 和 因子 组 的 乘法 联系 起 来 了 . 

为 此 , 考察 张 量 积 C = (N,g) @ r(N, 门 . 

作为 准备 先 讨论 N @ ppN. 

为 了 符号 清楚 而 简单 , 把 N@N 中 子 域 N@1 记 作 N, 而 把 另 一 个 子 域 1@ N 
记 作 六 , 把 n@1(n e N) 简 记 作 n, 而 把 1@ n(n e N) 简 记 作 元 这 样 对 应 
沙 :n 吕 元 给 出 NN@N 的 子 域 N 到 子 域 X 上 的 一 个 同 构 对 应 . 相应 地 , 把 正规 扩 
域 N 的 Galois 群 记 作 G, 把 六 的 记 作 G. N 的 自 同 构 S e G 在 同 构 对 应 落下 引 
起 六 的 一 个 相应 的 自 同 构 , 把 它 记 作 5. 这 样 有 


Vin m=. 

然而 在 下 面 为 了 简单 将 把 5 也 记 作 5, 这 样 上 式 就 变 成 
ns) = 5, 

这 将 不 会 引起 混乱 . 利用 这 样 的 符号 来 叙 证 下 述 的 命题 . 


命题 3.7.1 设 N=F(b), 和 = FF(0) 是 域 F 上 两 个 正规 扩 域 ,9 和 5 在 FF 上 
的 最 小 多 项 式 为 f(z), 则 Ne@ 中 元 素 


其 中 ,已 是 Galois 群 G 的 单位 元 , 有 以 下 性 质 : 
(1) en =e vn € Ni 
(2) ez =e@#0; 
(3) e= p(07,0), vr e G. 
证 先 提 一 下 , N@R 是 交换 代数 , 这 样 元 素 相 乘 时 就 不 必 注 意 其 顺序 了 . 
分 离 多 项 式 f(z) 在 N 和 六 中 的 完全 分 解 式 顺序 为 
J@= [1-0), f= 1[-0). (3.7.5) 


SeG SEG 


注意 到 f(z) 无 重 根 , [[ (0 一 05) 是 N 中 非 零 元 素 , 因而 是 可 逆 元 素 , 故 。 有 意 


3 已 
义 . 由 于 e 的 分 子 是 9 的 n 一 1 次 多 项 式 而 系数 在 浆 中 且 有 非 零 者 , 由 定理 1.5.3， 
ex0. 
注意 到 (3.7.5) 可 知 
志 jg) 
eg -由 = 一 一 一 0， 
(09—0) 了 -本 0 


SAE 
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即 得 
eg 一 eg 


随 之 有 ep = e5 , 故 eg(b) = eg( 四 , Vg(z) e Flz]. 这 也 就 是 en = eni,vne N. (1) 得 
证 . 


设 TeG, 而 令 
以 = p(07,0), 


I[ O° -0°) 


SzAE 

II (97 Es b75) 

SAE 

注意 到 Ts = Ts) 以 及 (1) 知 ec9 ”= ebTS, 这 样 利用 e 可 将 分 子 中 四 的 元 素 都 
变 成 它 在 N 中 的 相应 元 素 , 最 后 分 子 、 分母 就 完全 一 样 了 . 因而 有 


ee'= ep(0T,0 ) 一 e. 


ee' 一 e. (3.7.6) 


9 和 97 在 N 中 的 地 位 是 对 称 的 若 令 0 = 07,5 = T-5 则 e = yp(0,0) 
而 e = p(bs,85)， 也 就 是 说 ev, e 的 地 位 随 之 也 是 对 称 的 ， 这 样 用 同样 方法 可 得 
ee = e'. 与 (3.7.6) 合 在 一 起 便 是 e =e 而 e = (7, 歼 ). 命题 证 完 ，| 

为 了 我 们 的 目的 还 要 一 个 

引 理 3.7.1 设 4 是 已 上 中 心 单 代数 而 e 是 4 的 一 个 蹇 等 元 , 则 [e4e] = [4]. 

证 ”由 定理 2.5.1 及 其 前 面 的 引 理 知 , eAe 是 单 代 数 且 当 e' 是 ehe 中 的 一 个 
本 原 寡 等 元 时 , e'(e4eje' 是 可 除 代数 . 但 


el(eheje = eAe', 


这 样 eAe' 是 可 除 代 数 , 再 由 定理 2.5.1 知 e 是 4 的 本 原 备 等 元 . 另 一 方面 , 由 定 
理 2.5.2 知 单 代数 4 的 可 除 部 分 为 由 其 本 原 军 等 元 e' 确定 的 可 除 代 数 erhe', 故 有 


A=e'Ae'®F,, (3.7.7) 


eAe = eAe' ® Fm. (3.7.8) 


由 (3.7.7) 知 e"4e' 是 中 心 单 代数 , 再 由 (3.7.8), 作为 中 心 单 代数 的 张 量 积 , eAe 也 
是 中 心 单 的 . 由 (3.7.7), (3.7.8) 知 4 和 eAe 相似 .| 

定理 3.7.5 (N,g)®@(N,h)~ (N, gh). 

证 令 C=(N,g)®@(N,h). 
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C 含有 子 代数 4 = (N,g), B=(N,h) 以 及 N@NN, 其 中 ,NC A,NCB,N~> 
闵 . 取 N @ 中 的 守 等 元 e 如 命题 3.7.1. 

令 交 叉 积 4 在 六 上 的 基 为 ws,S e G; 妃 在 六 上 的 基 为 vs,S e G. 这 里 仍 把 
N 和 页 的 Galois 群 等 同 起 来 . 

C 中 每 一 元 素 可 以 写成 


GE 人 en 


其 中 , ui e 4,bi € B,zs e N, ze 和. 注意 到 e 是 宕 等 元 且 和 N @N 中 的 元 素 都 
可 换 以 及 et = en, 则 eCe 中 每 一 元 素 可 写成 


> 到 G5 core] = 》 (eusvure)j(zsre)， 
ST 


其 中 , zsr = zszr € N. 
现在 来 计算 eusvre. 注意 到 e = (0,5) 中 的 0 属于 N, 与 B 中 元 素 可 换 且 
gus = us95, 其 中 ,万 属于 而 与 4 中 元 素 可 换 且 Bwr = wr, 有 


eusvre = p(0, Dusvre = usp(05, Dvre = usvry(0s, 0 )e. 
另 一 方面 , 与 命题 3.7.1 类 似 地 去 计算 可 得 
Ii (05 — 球台 II (05 — TR) 


IT R#B RAE 0, TA#S, 
p00 )e = -ee 
TI os -0s®) TI es -0s®) e, T=5, 
R#E RAE 


故 有 
{ eusvre=0, SA#T, (3.7.9) 
EUsVseE = UsvVse. 
这 样 eCe 中 每 一 元 可 以 写成 


》 (eusvse)(zse). 
SeG 
对 应 z 一 ze 给 出 上 正规 扩 域 N 与 Fe 上 正规 扩 域 Ne 之 间 的 同 构 对 应 ， 
并 在 此 同 构 对 应 下 , 与 前 面 一 样 , 把 N 在 忆 上 的 Galois 群 G 和 Ne 在 Fe 上 的 
Galois 群 G' 等 同 起 来 , 这 样 就 有 


(ze)s = zse. 
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另 一 方面 , 令 


ws=eusvse, SEG. 


这 样 eCe 中 的 元 素 可 写成 


Dj ws(zse), zse € Ne. (3.7.10) 
s 


下 面 来 验证 , ws, ze 之 间 满 足 交叉 积 中 所 应 满足 的 那些 关系 式 . 首先 是 
(ze)ws = zeusvse = euszSvse = (eusvse)(zSe) = ws(ze)s. (3.7.11) 
其 次 , 注意 到 (3.7.9), 有 


Wswr =eusvs(eurvre) = eusvsurvre = eusurvsvre 
=eusrgs,rvsThs,Te = (eusTvsTe)(gs,Ths,re) 
=wsT(gs,Ths,re). (3.7.12) 
有 了 (3.7.11), 与 定理 3.7.2 中 (1) 的 证 明 一 样 , 可 以 证 明 现在 这 里 的 ws,S e G, 在 
Ne 上 是 线性 无 关 的 . 
这 样 把 (3.7.10)~(3.7.12) 合 在 一 起 便 得 
eCe= (Ne, {gs,rhs,re}) ~ (N, {gs,rhs,r}) = (N, gh). 
但 由 引 理 3.7.1, C ~ eCe, 故 得 (N,g)@(N,h) ~ (N,gh)，| 
作为 定理 3.7.5 的 推论 , 有 
定理 3.7.6 (1) (N,g) ~ Fm 当 且 仅 当 因子 组 g 和 单位 因子 组 1 是 相伴 的 ; 
(2) (N,g) ® (N,h) = Fn ® (N, gh). 
证 ” 先 证 (2). 由 于 (N,g)@(N,h) ~ (N,gh), 故 


(N,g)®(N,h) = D® Fn, 
(N,gh) = D®R. 


由 于 每 一 交叉 积 (N, f) 的 维 数 都 等 于 n?, 其 中 , n 是 正规 扩 域 N 的 次 数 . 比较 上 
面 两 个 等 式 中 左 侧 两 个 F 上 代数 的 维 数 便 得 m = nt. 但 Fut = Fn @ 古 , 故 有 (2). 
其 次 证 (1). 由 (2) 得 


(N,1)®(N,g) = Fn ®(N,1.9)= Fn ®(N,g), 
故 
(N,D) =[(N,1)® (Ng = 
再 利用 一 下 定理 3.7.4 便 得 (1)，| 
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3.8 中心 单 代数 的 指数 及 其 分 解 


在 3.7 节 我 们 看 到 , 研究 域 FF 上 Brauer 群 B(F) 基本 上 归结 为 研究 交叉 积 
(N,9). 而 当 取 定 上 的 一 个 正规 扩 域 N, 并 令 g 取 遍 N 中 所 有 可 能 的 因子 组 时 ， 
所 有 元 素 [(N,g)] 组 成 群 B(F) 的 一 个 子 群 (N), 并 且 这 个 子 群 与 商 群 Q/T 同 构 ， 
其 中 , @ 是 N 中 一 切 因 子 组 作成 的 群 , 而 了 是 一 切 与 单位 因子 组 1 相伴 者 组 成 的 
子 群 . 

本 节 中 来 研究 B(F) 的 一 个 重要 性 质 : B(F) 是 周期 群 . 

定义 3.8.1 设 4 是 已 上 中 心 单 代数 , [4] 在 群 B(F) 中 的 阶 叫做 代数 4 的 
指数 . 

下 面 首先 证 明 任意 4 的 指数 都 是 有 限 的 . 先 采 用 另 一 种 方法 , 即使 用 上 同调 
群 的 方法 来 得 到 这 一 结果 , 借以 看 到 讨论 Brauer 群 B(P) 的 另 一 个 不 同 的 角度 . 

设 G 是 一 个 群 ，M 是 一 个 右 G 模 , 即 M 是 以 G 中 元 素 为 ( 右 ) 算 子 的 Abel 
群 且 mE = m,m(ST) = (m5)T, 其 中 , me M,B 是 群 G 的 单位 元 而 5,T 属于 G. 
令 Gm=GxGx…xG 是 nn 个 群 G 的 直 积 , 令 


C"=C"(G,M)= {flf 是 GW 到 M 内 的 任意 函数 }， 


即 是 个 自 变量 的 函数 , 自 变量 都 在 G 中 取 值 而 函数 f 在 M 中 取 值 . 当 n=0 
时 , 约定 CO(G, M) = M. 利用 M 中 加 法 可 得 函数 f 之 间 的 加 法 , C" 关于 此 运算 
作成 Abel 群 . 

定义 一 个 对 应 im : C" 一 C"+1, 把 fe Cn 对 应 到 56"f € Cn+1， 


(6")(zb yzntHl) =J(za Tnt1) 
RS ac ga 
pa (3.8.1) 
车 当 n= 0,me 09 = M, 则 规定 (80m)(z1) = mm 一 mzi. 当 n= 1,2 时 , 这 就 是 
(Of) (x1 za) = f(z2) - f(z172) + f (v1) 2, 
(62f)(z1, 22, 13) = f(z2, 23) — f(T172, 73) + f(z1, 7273) — f(T1, 2). 


5? 是 Abel 群 C" 到 C"+1 内 的 同 态 对 应 . 
命题 3.8.1 6"+16"==0. 


3.8 ”中 心 单 代数 的 指数 及 其 分 解 “73. 


证 只 计算 一 下 当 n= 1 的 情况 , 一 般 情况 留 给 读者 去 做 . 任 取 fe C1, 即 了 
是 一 个 自 变量 的 函数 ， 


(62(61 1))(z1, 22, 23) =(61f)(z2, 23) — (61f)(z122, 13) 
+(6 7)(z1, zazs) — [(617)(za,za)jzs 
=[f(z3) — f(z273) + f(z2)73] 
—[f(z3) — f(z17273) + f(T172)73] 
+[f(zazs) — f (T17273) + (zl)zazs] 
[f(z2) — f(z172) + f(z1)72]z3 
=0. | 


现在 考虑 C" 的 两 个 子 群 , 一 个 是 同 态 对 应 5 的 核 Z" = {f e C"|5"f = 0}， 
另 一 个 是 同 态 对 应 6"-: 的 象 B* = {f e C"|f = 6"-1g,g e Cm-!1}， 由 命题 3.8.1 
知 
0= ini-1Cn-1 = 如 DBn， 


B"C2Z", 当 n>1. 


定理 3.8.1 ”车 m 是 有 限 群 G 的 阶 , 则 mH"(G, M) = 0, vn > 0. 
证 设 fe 2", 这 就 是 对 G 中 任意 元 素 zj，……,zn+l 都 有 (671)(z1,:… ,wn41) = 
0. 由 (3.8.1) 得 


jca 7 Tnt1) = -Df vim np) 
i=1 
十 (一 D)"jf(za，…zn)zn+1. 


令 其 中 zi 取 遍 G 中 所 有 元 素 , 并 把 所 有 这 些 等 式 相 加 , 便 是 


maf (za Zn+l) = ("1 ws (zl Ti 
i=1 TIEG 


+(-Dr > (cosanjantt 


TI1EG 


Hz2，zm) = > (cza szn). 


FiEG 


注意 到 当 zi 取 遍 G 时 , z1z2 也 取 遍 G, 故 上 式 可 改写 成 
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mmF(za，…Zn+l) 一 NA(z3 Zn+l) 
nl 
十 >》 (-TDih(z?， 1 nr) 
i=1 


十 (一 D)"h(za， Zn)zn+l 
一 (On -jh)(za Zn+Hl) € B™, 


这 就 是 m2" C B", 故 mH"(G,M)=0. | 
现在 回 到 要 讨论 的 问题 上 . N 是 F 上 n 次 正规 扩 域 , 以 G 为 Galois 群 . 令 
N* = N\{0}. N* 关于 其 中 乘法 作成 Abel 群 (为 了 符号 一 致 , 把 N* 的 乘法 暂时 记 
作 +). N* 很 自然 可 看 成 右 G- 模 , 易 见 N 内 因子 组 ge C2(G, N*), 而 因子 组 之 间 
的 运算 (相应 地 , 也 暂 记 作 +) 与 C? 中 的 运算 显然 是 一 致 的 . 
命题 3.8.2 (1) fe C2(G,N*) 是 因子 组 当 且 仅 当 f € 2?(G, NN*); 
(2) N 中 两 个 因子 组 g, 相伴 当 且 仅 当 9 一 he B?(G,N"*). 
证 下面 把 fsr 写成 f(S,T) 并 将 用 0 表示 N* 中 的 1, 这 是 为 了 和 用 + 表 
示 N* 中 乘法 一 致 起 来 . 
今 证 (1). 设 是 因子 组 , 这 时 f 所 满足 的 因子 组 关系 式 就 该 写成 : 对 任意 
Sie G， 
f(S1,5253) + f(S2, 53) = f(S152, $3) + 1(S1 52)53, (3.8.2) 
由 之 便 得 
(62f)(S1, S52, 53) = f(S2, 53) — f (S152, 53) 
+f(S1, S253) — f(S1, $2)53 
=0, (3.8.3) 
即 fe 22. 反之 , 若 f e 22, 则 有 (3.8.3), 因而 有 (3.8.2), 即 得 f 是 因子 组 . 
把 (2) 的 证 明 留 给 读者 .| 
用 本 节 开 始 时 用 的 符号 , 便 有 Q/T 之 22/B2 = H?(G,N"*), 但 (N) ~ Q/1, 这 
便 是 (N) ~ H?(G,N*). 注意 到 Brauer 群 的 每 一 元 素 都 可 选 一 个 交叉 积 作 其 代表 ， 
则 由 定理 3.8.1 便 得 
定理 3.8.2 (1) Brauer 群 B(F) 是 周期 群 ; 
(2) [CN, 了 )] 的 阶 整 除 (N : F). 
上 面 得 出 中 心 单 代数 的 指数 是 有 限 的 . 利用 交叉 积 以 及 关于 单 代数 的 结果 , 可 
以 更 精细 的 刻画 中 心 单 代数 4 的 指数 , 并 且 下 面 的 讨论 不 依赖 定理 3.8.1 和 定理 
3.8.2. 
定理 3.8.3” 设 下 上 中 心 单 代数 A= D@Fm, 而 (D:F)=n2, 则 [4]"=1, 
因而 4 的 指数 整除 n. 


3.8 中心 单 代数 的 指数 及 其 分 解 “75. 


证 村 
A~B=(N,g)=D®F,, 
此 时 (N : F) =nr. 

令 eii 是 FF. 中 的 矩阵 单位 , 则 W =eB=euD+e12zD+:…+exD 是 B 的 
极 小 右 理想 , 有 (W : F) = (W : D)(D : F) = rn2. 另 一 方面 , W 也 可 看 成 N 上 右 代 
数 模 , 这 时 有 (W : = (W : N) .(N : F) = (W : N)nr. 比较 之 便 得 (W : N) =n. 
令 


Tl1,T2, ,Tn 
是 W 在 N 上 的 一 个 基 , 而 
tg, IEG 


是 B 在 N 上 的 一 个 基 且 其 相应 的 因子 组 为 g, 即 有 
UsUuT = UsTYST. 
W 当然 也 是 B 上 的 右 代数 模 , 随 之 zius e W, 故 有 


(zl Zn)us = (71, Tn)Us, 


其 中 , Us 是 N 上 mn 阶 和 矩阵 . 此 时 有 


(zi ,Tn)usur = (zl ,Tn)usTgs,T 
= (21,.…* ,Tn)UsTgs,T, 
(Zi Znjausu7 = (T1,:*, Tn)U sur 
= (zl Tn)urUT 
= (zl……zn)UrUS. 
比较 之 得 
Usrgsr = UrUS. (3.8.4) 
两 边 取 行 列 式 得 
IUsrlgsr = |Ur|: IUsl”. (3.8.5) 


由 于 wsgEsp 是 B 的 单位 元 , 因而 它 所 对 应 的 矩阵 eg 是 单位 矩阵 , 这 样 由 于 
由 (3.8.4) 可 得 


Ugg =UsUS gs sgEls, 
故 
cs=|Us|#0. 
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此 时 (3.8.5) 给 出 
T= crcscst, 
这 就 是 说 {gx} 与 单位 因子 组 相伴 . 车 令 A 表示 个 4 所 作 的 张 量 积 , 则 由 定 
理 3.7.5， 
AW ~ (Ng ~ Ng) ~ 


即 [4] 的 阶 , 也 就 是 4 的 指数 整除 n。 | 

下 面 定理 使 我 们 对 4 的 指数 有 进一步 了 解 . 

定理 3.8.4 ” 设 域 上 中 心 单 代数 4= D@R, 而 (D:P)=72, 则 4 的 指 
数 g 和 有 相同 的 素数 因数 . 

证 ”在 上 面 已 证 过 4 的 指数 4 整除 n, 故 为 了 证 明定 理 只 需 证 明 , 若 素数 plm， 
则 必 plg. 

' 取 4 的 一 个 正规 分 裂 域 N,(N : F) =7, 则 N 当然 也 是 4 的 可 除 代数 部 分 D 
的 分 裂 域 , 由 定理 3.5.2 中 的 (3), 有 nl(N : F) =7. 随 之 plr. 假定 pilr 而 pi+1 7， 
这 里 i>1. 

r 也 是 N 的 Galois 群 G 的 阶 . 根据 群 论 中 的 Sylow 定理 , G 含有 天 阶 子 群 
有 H. 在 Galois 对 应 下 与 有 H 相应 的 N 的 子 域 记 作 K, 则 


1 
(N: KR)=p (K: = 


随 之 p+1(K : 已), 当然 更 有 n+(K : F). 由 定理 3.5.2, K 不 能 是 D 的 , 因而 也 不 能 
是 4 的 分 裂 域 . 这 时 K 上 中 心 单 代数 


Ak=D'®K, (D':K)=n?,m>1. 
但 (4k)N = 4Nw, 所 以 N 是 Ak 的 分 裂 域 , 故 有 
ml(N:K)=p". 
由 定理 3.8.3, Ak 的 指数 qilm, 故 
qlp'. 
注意 到 Ak 不 是 K 上 全 矩阵 代数 因而 g1 > 1, 便 有 


qn=pP, j>0. 


40 ~ Fs. (3.8.6) 


3.8 中心 单 代数 的 指数 及 其 分 解 ‘7 


由 于 


(A@rA)OrK = AkrQKkAr, 


故 
(AD)k = A @ pK = (Ar)®. 


一 般 地 , 对 任意 正 整数 ! 都 有 
(AD)k = (Ar)®. 
当 1=g 时 , 并 利用 (3.8.6), 便 有 
(Akr)® = (A )k ~ Ks. 


故 qnlg, 随 之 plq， | 
设 上 中 心 单 代数 4 = De@ FF 的 可 除 代 数 部 分 D 之 维 数 (D : F) = n2.n 
常 被 称 为 4 的 次 数 . 设 4 的 指数 为 g, 则 它们 的 分 解 式 由 定理 3.8.4 为 


{ n=pPp pe, 9 7 (3.8.7) 
0<fige, 站 

(3.8.7) 中 的 等 号 不 是 永远 成 立 的 . 当 FF 是 代数 数 域 或 p 进 数 域 时 , 有 n = g. 这 
个 重要 结论 对 研究 代数 数 域 上 的 中 心 可 除 代数 有 本 质 意义 . 关于 这 些 中 心 可 除 代 
数 , 也 就 是 有 理 数 域 上 可 除 代数 的 漂亮 刻画 可 视 为 有 限 维 代数 理论 的 彤 峰 . 这 主要 
是 Albert, Brauer, Hasse, Noether 的 工作 , 即 证 明了 : 车 D 是 代数 数 域 F 上 的 中 
心 可 除 代数 , 则 D = (N,g) 且 正 规 扩 域 N 的 Galois 群 G 是 循环 群 , 设 其 元 素 为 
,5,5?,…,S"1, 此 时 因子 组 g 有 下 面 简 单 形式 : 


“ i+j<n, 
gsi,si = 


ae 已 itij>n. 


Galois 群 G 是 循环 群 的 交叉 积 (N,g) 叫做 循环 代数 .上述 结果 也 就 是 说 , 每 一 有 
理 数 域 上 的 可 除 代数 都 是 其 中 心 上 的 循环 代数 , 有 兴趣 的 读者 参看 (Albert，1939). 

本 节 的 最 后 , 利用 中 心 可 除 代数 D 的 指数 与 次 数 的 关系 得 到 D 的 Sylow 型 的 
分 解 式 . 

先 述 群 论 中 一 个 易 证 的 结果 以 备 引用 . 

命题 3.8.3 ” 设 G 是 Abel 群 ,其 元 素 a 的 阶 


= 下 


78. 第 3 章 。 中 心 单 代数 


pi 是 不 同 的 素数 , 则 a = bh…b, 其 中 , b; € G) 的 阶 是 下 性 = 二 … 沁 并且 这 种 
表示 法 是 唯一 的 . 

定理 3.8.5” 设 Di 和 D 是 域 上 中 心 可 除 代 数 , (Di : F) = n?, (Dz: 下) = 
碍 且 (m,nz)=1, 则 Di®@D2 也 是 下 上 中 心 可 除 代 数 . 

证 4 = Die@ D2, 作为 两 个 中 心 单 代数 的 张 量 积 , 是 中 心 单 代数 . 令 4 = 
D®@ Fn. 为 了 证 明定 理 只 要 证 m = 1. 为 此 作 


Di'®A=D7'®Di®D,= Fs®D, 
=(Di!®D)® Fn = (D'® Fr)® Fm, 


其 中 , D' 是 可 除 代数 ， 由 此 根据 单 代数 分 解 的 唯一 性 定理 得 n? = mr. 同样 可 得 
吗 = mr 由 (nnz)=1 得 m=1， | 

定理 3.8.6” 设 刀 是 下 上 中 心 可 除 代数 , (D :下 ) =n2,n =p?…p?',pi 是 不 
素数 , 则 D = Di@ …@ Di，Di 是 F 上 中 心 可 除 代数 , (D; : F) = p2%, 并 且 在 
构 意 义 下 , D; 是 唯一 确定 的 . 

证 ”看 Brauer 群 中 的 元 素 [D]. 由 定理 3.8.5 知 [D] 的 阶 


可 可 


q=pf ph, 0<fige. 
由 命题 3.8.3, 在 Abel 群 B(F) 中 有 
[D] = [Dj][Da] …[Du， (3.8.8) 


其 中 , [Di 的 阶 是 玫 ， 并 可 认为 [Di 的 代表 D; 是 中 心 可 除 代数 . 再 利用 D; 的 次 
数 与 指数 ( 即 [Di] 之 阶 ) 的 关系 ,有 


(Di:F)=m?, m =p 有 fi< gi. (3.8.9) 
另 一 方面 , (3.8.8) 说 明 
D~Di®:…®D:,. 


由 定理 3.8.5 以 及 (3.8.9) 可 推 得 Di @ … @ D, 是 中 心 可 除 代数 , 两 个 相似 的 中 心 
可 除 代数 当然 是 同 构 的 . 故 可 认定 


D= D1®:… ®D:. 


比较 D 及 Di 的 维 数 得 
(Di: F)=p°. 


习 题 “79. 


最 后 , 假定 另 有 中 心 可 除 代数 D', 使 
D=Di@D®.…®D:, (Di:F)=p", 


则 [DD] = [Di].…[D4. 再 用 一 下 [D1] 的 阶 和 D; 的 次 数 pe* 的 关系 知 [D1] 的 阶 是 
pe. 比较 [D] 和 [D4] 的 阶 便 得 [D4] 的 阶 是 pf. 这 样 元 素 [D] 在 Abel 群 B(F) 中 
有 两 种 分 解 , 由 命题 3.8.3, 知 [DI] = [Di, 随 之 Di! ~ Di,i=1,…,t. | 

定理 3.8.6 把 对 有 限 维 中 心 可 除 代数 的 研究 在 一 定 意义 下 归结 为 对 维 数 是 素数 
之 寡 的 中 心 可 除 代数 的 研究 . 


习 题 


3.1 A 是 有 单位 元 1 的 有 限 代 数 , B 是 4 的 子 代数 , 与 4 有 共同 的 单位 元 且 B 是 中 心 单 
代数 . 则 4 = B@C, 其 中 , C 是 B 在 A 中 的 中 心 化 子 . 

3.2 设 B 是 有 单位 元 的 有 限 代数 , 如果 B 具有 性 质 :“ 对 任 一 有 限 代 数 4 2 B 且 与 有 
共同 单位 元 , 则 必 4 = B@C.” 证 明 B 是 中 心 单 代数 . 

3.3 证明 若 C 是 已 上 代数 4 的 中 心 , 则 Ck 是 K 上 代数 Ak 的 中 心 , 此 处 KK 是 下 的 
一 个 扩 域 . 

3.4 证 明 实数 域 上 的 单 代数 是 下 述 三 种 形式 之 一 : @ 全 矩阵 代数 ; @ 全 矩阵 代数 与 复数 域 
的 张 量 积 ; @) 全 矩阵 代数 与 实数 域 上 四 元 数 代数 的 张 量 积 . 

3.5 设 W 在 严 上 的 Galois 群 G = {E,5,…,5"!}. 试 证 明 循环 代数 (N,g) 与 (N,1) 


同 构 的 充 要 条 件 是 : 存在 zE N, 使 2. z5 zs" =o (Kitgss = { i ) 
i+j>n 
3.6 设 K 是 域 上 有 限 扩 域 ,证明 映 射 
vv:[A] = [Axk] 


是 B(F) 到 B(K) 里 的 一 个 群 同 态 . 决定 kerp =? 


第 4 章 ” 非 半 单 代数 


在 第 2, 3 章 中 , 我 们 看 到 : 若 4 是 域 F 上 有 限 结合 代数 , 则 

(1) 4 有 笑 零 根 N, 它 是 4 的 唯一 最 大 寡 零 理想 ; 

(2) 商 代数 4/N 是 单 代数 的 直 和 . 
本 章 要 证 的 主要 结果 一 一 Wedderburn 主要 结构 定理 是 说 , 若 A/N 是 分 离 代数 , 则 
4 有 子 代数 5, 使 得 4 = 5 + N( 子 空间 的 直 和 ), S 门 N = {0}. 此 时 易 见 5 ~ A/N 
是 半 单 代数 . Manbmes(Mal'cev) 进一步 证 明 这 个 子 代数 5 在 某 种 意义 下 是 唯一 的 . 

这 个 重要 的 Wedderburn-Manbmes(Wedderburn-Mal’cev) 定理 有 不 同 的 证 法 . 
采取 (Hochschild, 1941) 中 的 方法 , 它 也 是 讨论 非 结 合 代数 的 相应 问题 时 采用 的 一 
种 方法 . 为 了 简单 起 见 , 仅 限于 讨论 特征 为 零 的 域 上 的 代数 . 此 时 F 上 每 一 半 
单 代数 都 是 分 离 代 数 (定理 3.3.3). 


41 迹 函 数 
在 本 章 中 , 域 F 永远 假设 是 特征 为 零 者 , 而 4 永远 是 上 有 限 结合 代数 . 
第 1 章 讨论 过 代数 4 的 正则 表示 . 设 ce 4, 规定 


Ra:rT— Ta=7IRa, rE€Ah, 
Lao:z 一 ar 一 TIo，ZE4， 
则 Ro(Lo) 是 下 上 向 量 空间 4 的 线性 变换 . 取 定 4 的 一 个 F- 基 , 则 线性 变换 了 
对 应 一 个 FF 上 的 矩阵 
T= (0ij) € Fn. (4.1.1) 


此 矩阵 对 角 线 元 素 之 和 be 称 为 线性 变换 工 之 迹 , 记 作 Tr(T)， 由 线性 代数 知 


Tr(T) 与 基 的 选择 无 关 ， 它 是 了 的 所 有 特征 根 的 和 , 即 是 T 的 特征 多 项 式 中 次 高 项 
的 系数 乘 以 -1. 
利用 (4.1.1), 易 证 


Tom + BT) = aTr(T) + PTr(T2). (4.1.2) 


定义 4.1.1 假设 4 是 已 上 有 限 结合 代数 , 并 令 (z,y) = Tr(RzRy),z,y € 4, 
它 是 4A x 4 到 下 的 一 个 对 应 , 称 之 为 代数 4 的 迹 函数 . 


41 迹 函数 -81. 


下 面 讨论 迹 函数 的 一 些 基本 性 质 ， 特 别 是 把 它 同 代数 的 守 零 根 以 及 代数 的 半 
单 性 等 联系 起 来 . 
定理 4.1.1 F 上 结合 代数 4 的 迹 函数 (z,y) 有 下 列 性 质 : 


(1) (aazl + a272,Y) = oi(zT1,Y) + 02(T2,Yy), oi € Fzi, Yi € A, 


(z, oy + aay2) = ou (TM) + a2(T, y2), 1 = 1,2; 

(i) (2,9) = (y,7); 

(这 ) (z,yz) = (zy 2), 7,y,z € A. 

证 ”由 (4.1.2) 便 得 (i). 

由 于 对 任意 矩阵 P,Q, PQ 和 QP 有 相同 的 迹 , 故 Tr(ReRy) = Tr(RyRs), 即 
有 (这 . 

由 乘法 结合 律 得 , Roy = RRy, 故 有 ReRy: = 尼 忆 及: = RryR:, 因 而 (zx,yz) = 
Tr(RzRy:) = Tr(ReyBz) = (zy, 2), 即 得 (ii | 

定理 4.1.2” 设 4 是 特征 为 零 的 域 上 的 有 限 结 合 代数 , e 是 4 的 寡 等 元 ， 
则 (e,e) #0. 

证 由 ReRe = Re = R。, 故 R。 是 客 等 的 线性 变换 , 即 满足 方程 2? 一 z=0. 
这 样 R。 的 特征 值 只 有 0 和 1. 又 R。 取 0, 其 特征 值 不 能 都 是 零 . 注意 到 的 特征 
为 零 , 故 (ele) = Tr(R。) #0. | 

定理 4.1.3 ” 设 4 是 特征 为 零 的 域 尺 上 的 有 限 结合 代数 ，4 是 备 零 代数 
他 (z,Y) =0,Vr,y € A. 

证 “<”. 车 4 不 是 究 零 的 , 则 由 定理 2.1.2, 4 有 笑 等 元 , 由 定理 4.1.2, (ee) 尖 
0, 这 与 假设 矛盾 , 故 4 是 寡 零 代数 . 

“=>”, 车 ae 4 是 寡 零 元 素 , 则 R。 是 客 零 线性 变换 , 其 特征 多 项 式 为 z". 故 
Tr(R。) = 0. 因此 车 4 是 笑 零 代数 , 则 (zx,y) = Tr(RzRBy) = Tr(Rry) = 0,Vz,y € 
A. | 

作为 定理 4.1.3 的 一 个 推论 , 有 

定理 4.1.4 (Wedderburn 定理 ) ” 设 4 是 特征 为 零 的 域 上 的 有 限 结合 代数 . 
A 是 寡 零 代数 二 >4 有 一 个 由 徊 零 元 素 组 成 的 基 . 

证 ”显然 只 需 证 “<”. 设 a1,…,an 是 寡 零 元 且 组 成 4 的 一 个 基 . 由 定理 
4.1.3 的 证 明知 Tr(R。,) = 0, 因而 对 4 的 任意 元 素 a = 》, aiai, 有 


Tr(Ro) = DaiTr(Ro) = 0. 


故 对 任意 z,y e A, (zx,y) = Tr(Rzy) = 0. 由 定理 4.1.3 即 得 4 是 寡 零 的 .| 
实际 上 定理 4.1.4 对 任意 域 上 代数 都 成 立 , 见 文献 (Abian, 1967). 
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设 5 是 代数 4 的 子 集 . 约定 
5SL+={ze4l(z,s)=0vse35l. 


常 把 (z,s) = 0, vs e 5 简写 成 (z,5) = 0. 因为 (z,s) = (s,z), 故 也 有 5S+ = {zx € 
Al(S,z) =0}. 

引 理 4.1.1 车 5S 是 代数 4 的 理想 , 则 5+ 是 4 的 理想 . 

证 易 见 S+ 是 4 的 子 空间 . 设 re 51,ae 4. 由 于 aS C5, SaCc 5, 故 有 


(za, 5) = (za5)= 0， 
(ar,S) = (S,az) = (Sa, 7) = 0, 


即 za,az € 5S+, 故 S+ 是 理想 .| 

引 理 4.1.2 ” 设 了 是 代数 4 的 理想 , 代数 4 的 迹 函数 记 作 (z,y)a, 而 代数 I 
的 迹 函数 记 作 (z,y)1. 对 z eZ 用 (R)a, (Rs)1 顺序 表 z 在 代数 4, 代数 7 中 所 
确定 的 右 乘 , 则 有 

() 立 (CRz)4) = Tr((Rs)), z El; 

(i) (2,9)4 = (2,Y)1, Vr,y El. 

证 取 4 的 一 个 基 a1,…,as,…,an, 使 其 中 a1,…,as 组 成 了 的 一 个 基 . 在 
此 基 下 , 对 工 中 任意 元 素 z, 注意 到 7 是 理想 , 有 对 应 


Po 


(Rz)a 一 ( Qo 


) ， (Ra)r 一 (PP)， 
其 中 , 0 表示 零 矩 阵 . 这 时 显然 有 (i). 

由 (i) 便 直 得 (ii)，| 

定理 4.1.5 ” 设 4 是 特征 为 零 的 域 F 上 代数 , 而 N 是 4 的 窝 零 根 , 则 N = 
{z € Al(A,z) =0} = A+. 

证 由 引 理 4.1.1 知 4+ 是 4 的 理想 且 


(A,AT)a: = (44,4+)4= 0 


故 由 定理 4.1.3, 知 4+ 是 寡 零 代数 , 因而 是 4 的 备 零 理想 , 即 44 CN. 
另 一 方面 , N 是 理想 , 它 本 身 又 是 军 零 代数 , 故 由 定理 4.1.3 的 证 明 过 程 有 


Tr((Rs)n)=0, vrzeN. 


由 引 理 4.1.2 有 
Tr((Rz)4) = Tr((Rz)N). 
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任 取 ae4zeN, 则 有 areN, 故 
(oz) = Tr((Raz)a) = Tr((Raz)N) = 0， 


即 有 N S 4+. 连同 上 面 的 , 便 有 N = 4+. | 

定义 4.1.2 ”说 代数 4 的 迹 函 数 (z,y) 是 非 退化 的 , 如 果 4A+ = 0, 即 不 存在 
非 零 元 素 % 使 (4,y) = 0. 

由 定理 4.1.5 便 有 

定理 4.1.6” 设 4 是 特征 为 零 的 域 上 的 有 限 结合 代数 , 则 4 是 半 单 代数 
今 4 的 迹 函 数 是 非 退 化 的 . 


4.2 半 单 代数 的 对 偶 基 


由 4.1 节 知 半 单 代数 的 迹 函数 (z,y) 是 非 退化 的 . 

定义 4.2.1 ”说 半 单 代数 的 两 个 基 {a1,…,an}, {b1,… ,bs} 是 对 偶 的 , 如 果 
(Qisb;) = 6ij,Vi,j, 其 中 , 55 为 Kronecker 符号 . 

定理 4.2.1 ”在 特征 为 零 的 域 F 上 的 半 单 代数 4 中 , 对 它 的 任意 一 个 基 
{Qa1,…,an}, 必 存 在 与 之 对 偶 的 基 {5b1,… ,bn}. 

证 半 单 代数 的 迹 函 数 (z,y) 是 非 退化 的 , 故 必 有 行列 式 |(ai,a;)| 不 等 于 零 . 
这 是 因为 , 任 取 元 素 z = 》 ”zjoaji,zj 的 线性 方程 组 


(ohz) = > zji(aibaj) = 0， 一 1 
Ls 


由 于 4+ = 0, 只 有 零 解 , 故 其 系数 行列 式 |(ai,aj)| #0. 
为 了 证 明 {a1,…,an} 的 对 偶 基 的 存在 , 设 by = 》 ziai 则 由 于 |(ai,aj)| # 
0,zi 的 线性 方程 组 


(a bt) = 》 zj(ataj) = Gn, = 1 
了 
必 有 唯一 解 . 因而 存在 {b1,… ,bn} 满足 条 件 (ai,b;) = 6i;. 剩 下 来 要 证 的 是 {b,…， 
bn} 是 4 的 一 个 基 . 设 车 》 ajb; =0, 则 


0= (ai,0) = (0 Dab;) = i=1,,n, 


即 {b1,…,bn} 线性 无 关 , 因而 是 4 的 基 .， | 
定理 4.2.2 (Casimir 引 理 ) ”特征 为 零 的 域 上 的 半 单 代数 4 有 对 偶 基 
{oa an}, {b1,…,bn}, 则 对 任意 ae 4, 有 
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0) aia = Dai abi = YD oiibjs 一 1 
于 a 
提 六 = 》 biaai 在 4 的 中 心中 ; 


(ii) 集合 P(4) = 上 Dbizai,z € 4) 与 对 偶 基 {a;}, {b;} 的 选择 无 关 . 
证 (站 设 aia= Si = DBixrbrk, 则 有 
大 大 


aij = (Pout ;= (aia, bj) = (ai, abj) 
= (“Dam) = Dj 
故 om = Pout 在 》 中 调换 i,j 便 是 ab; = Po je 
(这 设 h= Db aqi,a,T Ee 4, 则 利用 (i), 有 
zh=72: Dbiaa: = > Tbiaai 一 Dibjaas, 
i i i 


hz = (Zoooj> 一 bP biaaiz = BD oijbiaa;, 
i i 7 


故 zh = hz, 即 在 4 的 中 心 内 . 
(ii) 设 fa] {bij}; {a 全, {5) 是 两 组 对 偶 基 ， 4 证 { Thranse 外 { heal 


ZE 4 

设 必 = 》 oj, 必 = Dmijb;. 对 任意 i,j 有 

J 了 
6 = (a4,0)) = (Dsuor Dm) = 汪 交 We 
四 i Kk 

把 这 些 关系 式 用 矩阵 表示 即 是 (55)(05) = 五, 所 以 (05) (55) = In, 其 中 ,In 是 
阶 单位 矩阵 , 而 (mij)' 表示 矩阵 (mij) 的 转 置 . 

此 时 任 取 ze 4, 则 有 


Dre = EP 已)= (Zeo) 
Kk 
人 (De juror ee Pineer 3 Dra, 
了 i 可 了 
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即 (4) 和 对 偶 基 之 选择 无 关 ，| 

定理 4.2.3 ” 设 4 是 特征 为 零 的 域 民 上 的 半 单 代数 , {a1,…,an} 是 4 的 一 
个 基 , 则 必 存 在 元 素 中 .…, a4,, 使 得 

(iD 对 任意 a€ 4， 由 aia = 0 可 推 得 aa! = 2 


(这 ) “wu 其 中 ， 1 是 4 的 单位 元 


证 “对 给 定 的 基 {a1,…,an}, 取 一 个 与 之 对 偶 的 基 {51,… ,bn}, 则 对 4 的 迹 
函数 (z,y) 有 (ai 已) = 6 只 要 能 证 明 存在 元 素 ce 4, 使 


n 
Dbiaas =1 
il 


即 可 , 因为 此 时 只 要 取 o% = bia 即 可 得 (i), (ii), 而 为 此 只 要 证 明 1 e (4) 就 可 以 
了. 

由 于 的 特征 为 零 , 故 半 单 代数 4 是 分 离 代 数 , 因而 由 定理 3.3.4, 存在 的 
有 限 扩 域 K, 使 Ak 是 K 上 全 矩阵 代数 A,,1 = 1,…,t 的 直 和 . 设 4,, 中 矩阵 是 
mn x mn 的 . 利用 4k 在 天 上 的 一 个 基 {6%}, 其 中 , 对 每 一 固定 y= 1,…,t, {es} 
是 4h, 的 由 矩阵 单位 组 成 的 基 , 下 面 来 证 1 € T(Axk). 

显然, {o} 有 乘法 表 


eren 


EN 站 
je = Gundjpetg: 


设 Ak 的 迹 函 数 为 (z,y)k, 令 (名 )” = cf, 则 有 


iy 


((e)", epy) =(e neh) 一 (1, ehieps) = (1, unbipega) 


=(ep, ei) = (1, ceb = = (1, 6nn6ajepi): 


由 此 看 出 , 当 es 冯 e2 时 ， 


(08)",e%) =0, 
而 


((e6)*, es) = (1,6%) = Tr(Re$) = mp. 


这 样 {m1(6%)*} 是 {e 约 } 的 对 偶 基 . 但 这 里 需 注意 , 一 定 要 让 (e%)* 在 第 一 个 基 中 
排列 的 序数 与 o 在 第 二 个 基 中 的 相同 . 
取 


0= ,mee Ak, 


n=1 


.86 . 第 4 章 。 非 半 单 代数 


则 
2 (be) = 2 mm emmel 
bjp Vp 
= 史册 的 = 的 = 
jp jp 
即 1€T(Ak). 


另 一 方面 , {a;}, {bi} 也 是 Ak 的 基 , 注意 到 对 任意 z,y € 4, 则 (zx,y) = (x,y)K， 
故 它们 也 是 Ak 的 对 偶 基 . 由 定理 4.2.2 知 , (Axk) 与 对 偶 基 之 选择 无 关 , 故 知 存 
在 ze Ak, 使 得 


Dbizai=1. (4.2.1) 


利用 (4.2.1), 下 面 来 证 明 (4.2.1) 中 的 z 实际 上 可 取 自 4. 
把 (4.2.1) 中 元 素 z 以 及 1 通过 基 {a;} 表示 时 , 则 有 


= Dm zi€EK, 
i 


1=) Pim, BierF. 


注意 到 ai,bi 都 是 4 中 的 元 素 , 它们 间 的 任何 乘积 用 基 {ai} 表示 时 其 系数 都 在 下 
中 , 故 知 等 式 (4.2.1) 说 明 已 上 某 一 关于 zi 的 线性 方程 组 在 FF 的 扩 域 K 中 有 解 ， 
由 线性 方程 组 的 理论 知 , 它 在 F 中 也 必 有 解 , 即 有 ai € F, 使 4。= > ,aiaiteE 4A 满 


足 (4.2.1), 即 2biaai = 1. 这 样 即 得 定理 ， | 


4.3 ”代数 模 的 扩张 与 广义 导 子 


设 4 是 域 上 有 限 代 数 . 4 上 的 左 代数 模 将 简 记 作 左 4- 模 , 其 子 模 记 作 4- 
子 模 . 4 上 代数 模 之 间 的 同 态 记 作 4- 同 态 , 相应 地 , F 上 向 量 空 间 的 同 态 则 记 作 
F- 同 态 . 

定义 4.3.1 一 个 左 4- 模 U 叫做 左 4- 模 N 借助 左 4- 模 M 的 扩张 , 如 果 
N 是 U 的 4- 子 模 , 且 商 模 U/N 与 M 是 4- 同 构 ; 这 也 就 是 说 , 存在 U 到 M 上 
的 一 个 4- 同 态 yp,% 的 核 是 N. 

对 给 定 的 4- 模 N, M,N 借助 M 的 扩张 UV 是 存在 的 , 如 取 UV=N@M 就 是 ， 
它 是 最 简单 的 一 种 扩张 , 也 是 在 本 章 中 最 感 兴趣 的 情形 . 

定义 4.3.2 ”4- 模 NN 借助 M 的 扩张 UV 叫做 可 裂 的 , 如 果 U=N@Mi. 此 
时 显然 有 Mi ~ M. 
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引 理 4.3.1 4- 模 UV 是 NN 借助 M 的 一 个 扩张 , 而 p: 一 M 是 相应 的 A- 
同 态 对 应 , 则 扩张 UV 是 可 裂 的 后 存在 M 到 U 的 一 个 4- 同 态 对 应 有 py =1. 

证 “=>”. 车 扩张 UV 是 可 裂 的 , 则 U= Ne@Mi. 此 时 诱导 出 Mi 到 M 上 的 
一 个 4- 同 构 对 应 0. 取 少 =071, 则 少 是 M 到 U 内 的 一 个 4- 同 态 且 有 py = 1. 

“=". 车 pw=1, 则 考虑 

uU= Vput+(u— Vpu), uvEeU. 
易 见 Mi = {wpu,ue DU},Ni = {u 一 wpu,uEU} 是 U 的 子 模 且 
Yop(Vpu) = VpY) pu = wpu, 
Ju 一 yp = pu— pu=0, 
故 有 Ni =N 是 y 的 核 且 U = Me@N = Mie@N, 即 扩 张 UV 是 可 裂 的 ，| 

现在 来 讨论 N 借助 M 的 一 个 任意 扩张 VU 如 何 通过 N 和 M 来 表示 . 

设 vp:U 一 M 是 相应 的 4- 同 态 对 应 , p 的 核 是 N. 作为 向 量 空 间 N 借助 于 
向 量 空间 M 的 扩张 , U 是 可 裂 的 , 这 是 因为 子 空间 N 永远 是 向 量 空间 U 的 直 和 
项 . 故 由 引 理 4.3.1( 把 引 理 中 的 4 取 作 F), 存在 有 M 到 U 内 的 一 个 F- 同 态 对 应 
使 

py=1, weHomr(M,U). (4.3.1) 
其 中 , Homr(M,U) 表示 F 上 向 量 空间 M 到 UV 的 一 切 F- 同 态 对 应 组 成 的 上 
向 量 空间 . 

由 于 作为 向 量 空间 , U 与 N, M 的 关系 是 简单 的 , 即 UV 是 N, M 的 直 和 , 因而 
考察 4- 模 U 和 4- 模 N, M 之 间 的 关系 应 把 着 眼 点 放 在 模 运 算 上 . 这 要 求 对 元 素 
差 

Vam)—ay(m), aEh, mEM 
作 仔 细 的 考察 . 
首先 , 有 W(am) - aw(m) < N. 这 是 因为 


9(b(am) 一 ay(m)) =pY (am) — apy(m) 
=am — am = 0. 
其 次 , 对 于 取 定 的 cs 4, 对 应 
fla) :mo— Yam) — ay(m), mE M, 


确定 M 到 N 的 一 个 F- 同 态 对 应 . 注意 到 炒 s Homr(M, D), 这 一 点 是 容易 验证 
的 . 这 样 f(a) s Homr(M, N) = 工 . 
考虑 4 到 了 的 对 应 
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f:a— f(a), aeh. 
由 于 ,对 me M， 


fla+ bm =%((a + Om) — (a + b)b(m) 
= (am + bm) — ayv(m) — by(m) 
=w(am) 一 ay(m) + (bm) — by(m) 
=f(o)m+ f(b)m 
=(f(a) + f(b))m, 


以 及 类 似 可 证 的 f(aa)m = (af(a))m, 可 得 f € Hom#(4,T). 
为 了 进一步 讨论 f(a) 对 于 代数 4 的 乘法 运算 的 性 质 , 需要 下 面 的 定义 : 
定义 4.3.3 ”4 是 上 代数 ,T 是 下 上 向 量 空间 . 若 了 是 左 4- 模 又 是 右 4- 
模 , 且 有 
(at)b =a(tb), VieT, va,beh, 


则 称 了 为 4- 双 模 . 
现在 以 下 面 的 自然 方式 把 向 量 空间 T 加 工 成 4- 双 模 , 即 对 te T,a e 4, 规定 


如 :7 一 区 orm)，ot:mm 一 altm)，Vm EAI. (4.3.2) 


直接 验证 可 知 ta,at e 7T, 并 且 T 关于 上 述 模 运算 作成 4- 双 模 . 
下 面 来 计算 f(ab),a,be 4， 


flab)m = ((ab)m) — aby(m) 
=w(a(bm)) — ay(bm) + a(V (bm) — by(m)) 
=f(a)(bm) + a(f(b)m) 
=(f(a)b)m + (af(b))m = (f(a)b + af(b))m, 
故 有 
flab) = f(a)b + af(b), Va,be A. (4.3.3) 
这 样 , 利用 4- 双 模 的 概念 , 可 以 与 扩张 UV 无 关 地 来 刻画 f 这 个 概念 , 它 在 研究 扩 
张 时 起 重要 的 作用 . 
定义 4.3.4 设 4 是 已 上 代数 而 了 是 任意 4- 双 模 . 一 个 对 应 了 :4 一 全 叫 
做 广义 导 子 , 如 果 它 满足 
(i) fe Homr(4,7T), 即 了 是 已 同 态 对 应 ; 
(ii) (4.3.3) 成 立 . 
这 样 , 由 已 知 扩张 UV 出 发 , 选 定 一 满足 (4.3.1) 的 妙 便 得 一 广义 导 子 f, 特 称 
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反 过 来 , 假若 给 定 4- 模 N, M, 由 (4.3.2) 使 T= Home(M, N) 成 为 4- 双 模 ， 
并 且 给 定 一 个 广义 导 子 了 : 4 一 工 , 可 以 利用 这 个 了 构造 出 一 个 NN 借助 M 的 扩张 
U. 

为 此 , 作 向 量 空间 N 和 M 的 直 和 U = N + M. 对 任意 ve U, 利用 它 的 唯一 
表示 式 

u=n+m, n€EN, mEM, 
规定 
aou= an+t f(a)m+am, (4.3.4) 

其 中 , an(am) 是 4- 模 N(M) 中 的 模 运 算 , f(a)m < N. 

向 量 空间 U 关于 运算 。 作 成 4- 模 . 这 是 因为 , 利用 (4.3.4), (4.3.3), (4.3.2), 有 


(ab) ou = (ab)n+ flab)m + (ab)m 
=a(bn) + (af(b) + f(a)b)m + a(bm) 
=a(bn) +a(f(b)m) + f(a)(bm) + a(bm), 


ao (bou) =ao((bn+ f(b)m) + bm) 
=a(bn + f(b)m) + fla)(bm) + a(bm) 
=a(bn)+a(f(b)m) + f(a)(bm) + a(bm). 
因而 (ab) ou = ao (bou). 对 于 其 他 模 条 件 的 验证 留 给 读者 . 
易 见 4- 模 U 以 4- 模 N 为 子 模 , 且 商 模 U/N 和 4- 模 M 同 构 , 即 UU 是 NN 
借助 M 的 一 个 扩张 . 
这 样 , 扩张 V 和 广义 导 子 f 之 间 就 有 一 个 相互 对 应 的 关系 . 很 自然 地 要 问 : 对 
于 同一 个 扩张 UV, 采用 不 同 的 满足 (4.3.1) 的 炒 , 所 得 到 的 广义 导 子 之 间 有 什么 关系 
呢 ? 或 者 用 另外 一 种 提 法 : 对 两 个 给 定 的 广义 导 子 , 在 它们 之 间 有 什么 关系 时 , 它 
们 由 上 法 所 确定 的 扩张 是 同 构 的 呢 ? 
定理 4.3.1 设 和 4 模 U 是 NN 借助 M 的 一 个 扩张 ,2 :U 一 M 是 相应 的 
4- 同 态 对 应 . 加 ,加 满足 (4.3.1). 设 与 罗 相应 的 广义 导 子 是 fi,i = 1,2, 则 必 存 在 
teT=Homr(M,N), 有 


万 (a) — fo(a) =at—ta, VaeA. 
证 由 于 (bo 一 WO)m) = (pwz 一 pi)m = 0, 故 (Ww 一 各 )m es N, 即 
Wz 一 各 二 tE Homp(M,N). 另 一 方面 ， 


(fi(@) — fa(a)m =W (am) ~ ah (m) — (wa(am) 一 aa(m)) 
=a(w2 — Wh)(m) — (ba — Whi)(am) 


=(at — ta)m. 
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故 有 fi(a) 一 fz(a)=at-ta. | 
定义 4.3.5 ” 设 4 是 代数 而 了 是 4- 双 模 . :4 一 了 是 广义 导 子 , i = 1,2. 
称 有 和 fo 是 同调 的 , 如 果 有 te 7T, 使 


fi(a) — fa(a) =at—ta, Vae A. 


易 见 , 广义 导 子 之 间 的 同调 关系 是 等 价 关系 . 

定理 4.3.2 设 N 和 M 是 两 个 4- 模 , 人 = Homr(M, N) 由 (4.3.2) 是 4- 双 
模 . 若 户 : 4 一 全 是 广义 导 子 且 是 同调 的 , 而 N 借助 M 的 扩张 Ui 是 由 fi 构造 得 
的 ,=12, 则 4- 模 灰 ~ 态 . 

证 ”由 于 用, 记 是 同调 的 , 故 有 te 人 


万 (a) — fo(a) =at—ta, vae A. 
此 时 ,=N+M 到 Us = N+ M 上 的 对 应 
0:u=ntm—au2=n+tm+m, weEU,i=1,2,neN,meM, 


给 出 4- 模 咏 到 4- 模 Uo 的 同 构 对 应 ，| 
一 方面 , 对 于 任意 te T, 直接 验证 可 知 , 由 


f(a)=at—ta 


另 一 方面 , 零 广 义 导 子 , 即将 4 中 元 都 对 应 到 零 的 广义 导 子 , 所 确定 的 扩张 
U = N+M 显然 是 4- 子 模 N 和 4- 子 模 M 的 直 和 , 这 是 因为 子 空间 M 由 模 运 算 
(4.3.4) 已 经 是 U 的 4- 子 模 了 . 

注意 到 以 上 这 两 方面 , 作为 定理 4.3.1 的 推论 , 便 得 

定理 4.3.3 ”扩张 UV 是 可 和 裂 的 侣 U 的 广义 导 子 是 内 的 . 


4.4 代数 的 扩张 与 因子 系 


本 节 的 内 容 和 4.3 节 是 非常 类 似 的 . 

本 节 中 所 有 的 代数 都 是 在 域 F 上 的 . 

定义 4.4.1 ”说 代数 4 是 代数 N 借助 代数 B 的 一 个 扩张 , 如 果 N 是 4 的 理 
想 而 商 代数 4/N ~ B. 

说 扩张 4 是 可 裂 的 , 如 果 在 4 中 存在 一 子 代 数 Bi, 使 4 = N + Bi( 子 空间 的 
直 和 ). 此 时 也 说 , 代数 4 是 理想 N 和 子 代数 Bi 的 半 直 和 . 
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当 4 是 可 和 裂 的 而 有 4 = N + Bi 时 , 易 见 代数 B ~ Bi1. 与 引 理 4.3.1 平行 的 有 

引 理 4.4.1 代数 4 是 N 借助 B 的 一 个 扩张 ,而 y 是 代数 4 到 B 上 的 一 个 
同 态 对 应 , 则 扩张 4 是 可 裂 的 各 存在 代数 B 到 4 的 一 个 同 态 对 应 ,使 pw = 1. 

代数 是 向 量 空间 添加 乘法 运算 , 因而 代数 的 扩张 必定 伴随 着 向 量 空间 的 扩张 . 
但 向 量 空间 的 扩张 都 是 简单 的 , 即 都 是 可 裂 的 , 故 研究 代数 的 扩张 着 眼 点 应 放 在 乘 
法 运算 上 . 这 和 讨论 代数 模 的 扩张 时 把 注意 力 集中 在 模 运算 上 是 一 样 的 . 

设 代数 4 是 N 借助 B 的 一 个 扩张 , p : 4 一 B 是 相应 的 一 个 同 态 对 应 ，N 是 
yp 的 核 . 

若 把 4 看 成 向 量 空间 的 扩张 , p 看 成 向 量 空间 4 到 B 上 的 同 态 对 应 , 则 由 引 
理 4.4.1( 把 4 取 作 零 乘 代数 , 或 由 引 理 4.3.1, 把 4 取 作 FF), 必 存 在 B 到 4 的 对 应 
有 


py=1, veHomr(B, A). (4.4.1) 
与 4.3 节 中 讨论 广义 导 子 相 类 似 , 来 考察 与 代数 乘法 密切 相关 的 
f(a,b) = wab) — ya)w(b), va,beB. (4.4.2) 
f(a,b) 是 B xB 到 NN 的 一 个 双 线 性 函数 . 这 是 因为 


PV(ab) — Pa) Yb)) 一 PW(ab) — py (a) : py(b) 
=ab—ab=0, 


故 f(a,b) € N, 其 双 线性 性 是 容易 验证 的 . 
利用 代数 B 和 N 的 乘法 结合 律 , 由 (4.4.2) 还 有 


Wi((ab)c) =w(ab)y(e) + abc) 

= Wb) (0) + (obD)W(c) + flab, e), 
wla(be)) = (a)y(be) + fla, bc) 

=w(a) Wb) We) + wa) f(b, ce) + fla, be): 


相 减 便 得 

f(ab,c) — fla,be) + fla, b)y(c) — ya) f(b, ce) = 0. (4.4.3) 

我 们 知道 f(a,5) € N,w(c) e 4 而 ce B, 这 样 (4.4.3) 中 第 3 项 (以 及 第 4 项 ) 

都 是 在 扩张 4 中 才 有 意义 . 为 了 能 够 与 4 无 关 地 来 刻画 f, 因而 有 可 能 反 过 来 用 f 

来 构造 扩张 4, 和 4.3 节 中 类 似 , 拟 用 下 面 极 自然 的 方式 把 N 加 工 成 B- 双 模 : 定 
义 

nob = ny(b), 

{ Wn NbeB. (4.4.4) 
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然而 (4.4.4), 在 一 般 情况 下 不 能 使 N 成 为 B- 双 模 . 但 是 若 假定 N? = 0( 对 于 
证 明 Wedderburn 定理 , 这 刚好 是 最 感 兴趣 的 情形 ), 则 N 确 成 为 B- 双 模 . 这 是 因 
为 此 时 有 


(noa)ob—no(ab) 一 (ny(a)u( — ny(ab) 
=—nf(a,b) = 0. 
类 似 地 , 可 得 ao (bon) = (ab) om 等 . 
下 面 将 把 (4.4.4) 中 的 nob, bon 简 记 作 nb,bn. 
这 样 / 便 是 B x B 到 B- 双 模 N 的 一 个 双 线性 函数 且 有 


(ab,c) — fla,be)+ f(a,b)c—af(b,c)=0, Va,b,ceB. (4.4.5) 


这 启示 我 们 给 出 下 面 的 定义 : 

定义 4.4.2 设 B 是 上 代数 而 N 是 B- 双 模 . 对 应 :BxB-NN 叫做 
一 个 因子 系 , 如 果 

(i) f(a,5b) 是 双 线 性 的 ; 

(iD (4.4.5) 成 立 . 

这 样 , 由 N 借助 B 的 一 个 已 知 扩张 4 出 发 , 在 N? = 0 的 条 件 下 , 选 定 一 个 

同一 扩张 4 的 与 w 相应 的 因子 系 fi,i = 1,2 之 间 有 什么 关系 呢 ? 

首先 说 明 一 下 , 对 同一 扩张 4 所 取 的 不 同 的 好 言 , 在 N? = 0 的 前 提 下 , 它们 
由 (4.4.4) 把 N 加 工 成 的 B- 双 模 是 相同 的 , 即 是 对 vn e N,be B 有 


nyi(b) = na(b), hi(b)n = wa(b)n, 


这 是 因为 四 (b) 一 炒 (b) e N 而 N? =0 的 原因 . 这 样 同一 扩张 4 确定 一 个 B- 双 模 
而 与 w 之 选择 无 关 . 下 面 在 与 一 个 扩张 4 相 联 系 的 谈论 B- 双 模 N 时 就 是 指 这 
个 唯一 确定 的 B- 双 模 N. 

由 (4.4.2) 知 (a, = 如 (ab) 一 (a)wi(b),i = 1,2. 相 减 后 再 利用 (4.4.4) 便 有 


(fi — fo)(a,b) =(W — wa)(ab) — bi(a) wi(b) + wa(a)y2(b) 
=(wW — wa)(ab) + Wi(a) (wz — hn)(b) 
+(w2 — Wi)(a)y2(b) 
=aE(b) + E(a)b — E(ab), 


其 中 , EB = ww 一 we Homr(B,N). 
易 见 , 对 作 意 已 se Homr(B,N)， 


f(a,b) =aE(b) + E(a)b — E(ab) (4.4.6) 
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中 的 f 都 是 因子 系 . 这 就 使 我 们 得 到 与 4.3 节 中 内 广义 导 子 相 平行 的 概念 . 

定义 4.4.3 ” 形 如 (4.4.6) 的 因子 系 叫做 可 裂 因 子 系 , 其 中 , B, N 之 意义 如 定 
义 4.4.2. 

这 样 , 上 面 的 讨论 就 证 得 下 面 的 定理 : 

定理 4.4.1 ” 设 代数 4 是 NN 借助 B 的 一 个 扩张 , N? = 0,p: 4 一 B 是 相应 
的 同 态 对 应 , ,wo 满足 (4.4.1). 与 w 相应 的 因子 系 是 万 i = 1,2, 则 有 一 所 是 一 
个 可 裂 因子 系 ，| 

定理 4.4.2 ”代数 4 是 N 借助 B 的 一 个 扩张 , yp : 4 一 B 是 相应 的 同 态 对 
应 , N? = 0, f 是 4 的 与 相应 的 因子 系 . 此 时 有 f 是 可 裂 因 子 系 今 扩张 4 是 可 
裂 的 . 

证 “<”. 已 知 扩张 4 是 可 裂 的 , 即 4 = N + Bi, 其 中 , Bi 是 4 的 子 代 数 且 
NN 站 Bi = 0. 由 引 理 4.4.1 知 , 存在 代数 B 到 代数 4 的 同 态 对 应 加 , 使 pw = 1. 
利用 加 是 代数 的 同 态 对 应 , 直接 由 定义 式 (4.4.2) 便 知 , wi 所 确定 的 因子 系 1 = 0. 

另 一 方面 , 由 定理 4.4.1 知 


fla,b) = f(a,b) — fi(a,b) =aE(b) + E(a)b — E(ab), 


其 中 , Ee Home(B,N). 即 知 f 是 可 裂 的 . 
“=>". 已 知 了 是 可 裂 的 , 则 有 E e Homr(B,N), 使 


f(a,b) =aE(b) + E(a)b — E(ab). (4.4.7) 
设 加 = 消 + 已 , 则 加 e Homp(B, 4). 注意 到 p 之 核 是 N, 可 得 p 巨 = 0, 故 
ph=py+pE=1+0=1, 
即兴 满足 (4.4.1). 利用 (4.4.4), (4.4.2), (4.4.7), 知 


Wi1(ab) — wi(a)w(b) 
=w(ab) + E(ab) 一 (wla) + E(a))(w(b) + E(b)) 
=[w(ab) — ya)w(b)] — [aE(b) + E(a)b — E(ab)] — E(a)E(b) 
=f(a,b) — [aE(b) + E(a)b — E(ab)] ~ E(a)E() 
=—E(a)B(b) =0. 


最 后 一 个 等 号 是 根据 假设 N? = 0. 这 样 w 是 代数 B 到 代数 4 的 同 态 对 应 . 但 又 
知 pw = 1, 由 引 理 4.4.1 知 扩张 4 是 可 裂 的 ，| 

与 4.3 节 中 代数 模 的 情况 相 比 , 在 这 里 没有 讨论 由 因子 系 构造 代数 扩张 这 一 面 . 
而 在 讨论 扩张 的 因子 系 时 , 也 只 是 在 N2 -- 0 这 个 条 件 下 . 然而 对 于 本 章 的 主要 目 
的 这 些 是 够 用 的 了 . 
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4.5 “Wedderburn-MarpueB(VWedderburn-Malcev) 定理 


首先 在 前 几 节 的 基础 上 , 证 明 下 面 这 个 关于 分 离 代数 的 重要 定理 . 

定理 4.5.1 (Whitehead 引 理 ) ” 设 4 是 特征 为 零 的 域 上 的 半 单 代数 . 了 是 
任意 的 4- 双 模 . 

( 任意 广义 导 子 g : 4 一 T 都 是 内 广义 导 子 ; 

(i) 任意 因子 系 1: 4 x 4 一 人 都 是 可 裂 因子 系 . 

证 ”由 定理 4.2.3, 半 单 代数 4 有 F- 基 {a1,…,am} 及 {a4,…,a%} 且 满 足 
条 件 


> oau=1l1 (4.5.1) 
aia = 》 Xi(ajai,Xi(a) e pe aq = 》 Ni(a)ay, Vaeh. (4.5.2) 
先 证 (i). 人 
t= 于 aigo) (或 5=- 并 ro0o， 
则 对 va e 4， 


中 一 如 =》 aalg(ai) 一 >》 alg(aia 
| 
= aatg(ai) 一 工 afg(aia) + 2; aiaig(a) 
-Pm Demo) + (Ze) glo) 


=g(%), 


即 9 是 内 广义 导 子 . 
其 次 证 ( 训 . 令 


已 :a 一 》 faag)a (we :0 一 Das), vae 4. 
利用 f 的 双 线性 性 , 易 见 Ee Homr(4,T) 且 


aE(b) + E(a)b — E(ab) 
=D af(b,a)a + Dfla,at)aib — D> flab,at)a 


4.5 Wedderburn- ManpueB(Wedderburn-Mal'cev) 定理 :95 


=D [U(ob,ag) — f(a, ba’) + fa, da]as 

+ DD fo oh)aib — Do flab, od) 
= 一 D3 f(a, ba’)ai + fle, OD) Dalait fla,ad)aib 
= (@, b). i 


上 面 最 后 一 个 等 号 的 依据 是 : 利用 (4.5.2), 第 1,3 项 互相 抵 销 , 利用 (4.5.1), 第 2 项 
就 是 f(a,5). 故 了 是 可 裂 的 .| 

设 4 是 结合 代数 , 而 a,be 4. 将 要 把 5+ab 简 记 作 (1 十 a)b, 而 把 b+ ba 简 记 
作 b(1 十 a), 即 规定 


(1+a)b=6+ab, bl1l+a)=b+ba, a,beh. 


此 时 并 不 假定 4 中 有 单位 元 1. 这 样 1 +a 在 代数 4 中 是 没有 意义 的 , 但 (1 + a)b 
或 b(1 +a) 的 意义 是 清楚 的 . 直接 验证 易 知 


(1+a)(1+bc= (1+a+b+ab)e, 
c(1+a)(1+6)=c(l+a+b+ab). 


车 ne 4 是 寡 零 元 , nz = 0, 则 对 4 中 任意 元 >, 有 


(1—n(l+nt+ +ne r=(1+n+. :+ne 1)(l 一 m)z 
=(1—n?)z=7, 


z(1—n(l+nt.+ne!) =7(1+n+..+nr 1)(1 —n) 
一 Z(1 —n?)= Zz. 
由 于 这 些 等 式 , 很 自然 地 约定 (1 一 n)-! = (1 十 n 十 … 十 n?-1). 这 样 很 容易 证 明 , 宕 
零 元素 n 所 确定 的 对 应 


pv:A—A 
zo(1—n)z(l—n) l=(1 -nz(l+n+..+ne-!) 
是 代数 4 的 一 个 自 同 构 . 并 称 代数 4 的 这 种 形式 的 自 同 构 为 4 的 内 自 同 构 . 
现在 可 以 叙 证 本 章 的 主要 结果 一 一 非 半 单 代数 的 主要 结构 定理 . 
定理 4.5.2 (Wedderburn-Maxbmes 定 理 ) ” 设 4 是 特征 为 零 的 域 上 的 有 限 
结合 代数 , N 是 它 的 寡 零 根 , 则 
(i) (Wedderburn 主要 定理 ) 存在 4 的 半 单 子 代 数 5, 使 4 = N + S( 半 直 和 ); 


6: 第 4 章 非 半 单 代数 


(i (Mansmes 唯 一 性 定理 ) 若 5; 是 4 的 半 单 子 代数 并 且 4 = N + Si( 半 直 
和 ), i = 1,2, 则 存在 一 元 素 ne N, 使 得 S1 = (1 一 n)S2(1 一 n)-!. 

证 (i) 对 4 的 维 数 作 归 纳 法 . 假定 对 于 维 数 小 于 4 的 维 数 的 所 有 代数 , (i) 
是 成 立 的 . 今 证 (i) 对 4 也 成 立 . 

如 果 N2 = 0, 则 由 定理 4.5.1 及 定理 4.4.2 便 知 N 借助 于 半 单 代数 B 的 扩张 
4 是 可 裂 的 , 即 4 = N + 5S( 半 直 和 ), 而 S ~ B 是 半 单 的 子 代数 . 

如 果 N? 关 0, 则 (4/N2 :FF) < (4:F). 又 由 于 4/N2 之 理想 N/N? 是 徊 零 的 ， 
且 


(A/N?)/(N/N?) ~ A/N 
是 半 单 的 , 故 N/N? 是 A/N? 的 寡 零 根 . 因而 依 归纳 法 假设 , 有 子 代数 51/N?, 使 
A/N? = S1/N? + N/N?( 半 直 和 )， 


也 就 是 
A=S1+N, SiNN=N?. (4.5.3) 


其 中 , 子 代数 5 是 5S1/N? 在 4 中 的 完全 逆 象 . 
因为 W 关 N2, 故 Si 关 4. 由 SN2~ 4/N 是 半 单 的 , 知 N2 是 51 的 客 零 根 . 
再 用 归纳 法 假设 , 则 必 存 在 51 的 子 代数 5, 使 


Si = 5+ N2 ( 半 直 和 ). (4.5.4) 


把 (4.5.3), (4.5.4) 结合 在 一 起 便 有 4 = 5 + N( 半 直 和 ). 

(ii) 设 A/N = B. 而 ”是 代数 4 到 代数 B 的 自然 同 态 对 应 . 对 于 给 定 的 这 
两 个 子 代数 51,52, 由 引 理 4.4.1, 必 有 代数 B 到 代数 4 的 同 态 对 应 办, 使 5; = 
ViB, pwhi = 1,1i = 1,2. 

规定 

nb = ny2(b), 

{ bn = wh (b)n, 

由 于 w 是 代数 的 同 态 对 应 , 故 N 关于 模 运算 (4.5.5) 构成 B- 双 模 
令 


be B,mneN. (4.5.5) 


f:b— Wh(b) — wa(b), beB, 
则 fe Homr(B,4), 由 


PW (b) — 2(b)) = phi(b) — py2(b) = 5—b=0, 
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故 f(b) se N, 即 JeHomr(B,N). 另外 还 有 


f(ab) = 加 (ab) — wa(ab) = h(a)bi(b) — wa(a) wa(b) 
=W(a)lwi(b) — wa(b)] + [pi(a) — Yaa) ya (0) 
= (a) f(b) + f(a)w2(b) = af(b) + f(a)b. 


最 后 一 个 等 号 是 根据 (4.5.5). 这 样 , 1: B 一 N 是 一 个 广义 导 子 . 
由 定理 4.5.1, 知 f 必 是 一 个 内 广义 导 子 , 因而 存在 元 素 ne N, 使 得 
f(b) = (6) — walb) =bn—nb= Wd)n -nwa(b), eB. 
上 式 可 改写 成 
(bl—n)= (1 -nw(b), vbeB. (4.5.6) 
因为 n 是 寡 零 元 , 若 wp = 0, 并 令 (1 一 n)-!=1+n+… 十 ne-1, 则 有 
(6) = (1—n)wa(b)(1—n)-!, wesB. 


但 wiB = Si 上 式 就 是 
Si = (1 一 站 S(1 一 由 下， 


故 得 (i)，| 
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4.1 用 迹 函数 的 方法 证 明 N- 半 单 代数 是 单 代数 的 直 和 . 

42 设 4 为 特征 零 的 域 上 的 有 限 结合 代数 , N 是 4 的 备 零 根 , S 是 4. 的 半 单子 代数 ， 
则 必 存 在 4 的 半 单 子 代数 P, 使 得 4 = N 十 P( 半 直 和 ) 且 SCP. 

4.3 设 下 是 任意 域 , 决定 已 上 维 数 < 2 的 一 切 代数 . 
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前 几 章 介绍 了 有 限 结合 代数 的 Wedderburn 结构 理论 . 在 本 章 以 及 下 面 的 几 章 
中 将 把 这 些 结果 推广 到 无 限 ( 维 ) 代数 或 者 环 上 去 . 为 此 目的 , 常 不 得 不 对 环 或 代 
数 要 求 某 些 “有 限 条 件 ”. 在 5.1 节 中 介绍 关于 代数 的 一 类 有 限 条 件 . 在 5.3 节 ~5.5 
节 中 对 一 类 无 限 代数 证 明 Wedderburn 结构 定理 . 


5.1 关于 代数 的 有 限 条 件 


本 节 介 绍 一 种 类 型 的 有 限 条 件 . 在 6.1 节 中 将 介绍 另 一 类 有 限 条 件 . 

用 字母 P 表示 一 个 代数 可 能 具有 的 性 质 , 而 用 P- 代数 表示 具有 性 质 P 的 代 
数 . 例如 车 用 P 表示 有 限 性 , 则 P- 代数 就 是 指 有 限 代数 ; 若 已 表示 罕 零 性 或 有 限 
及 单 性 , 则 P- 代数 就 是 罕 零 代数 或 有 限 单 代数 . 

定义 5.1.1 ” 设 4 是 域 上 代数 , 不 一 定 是 有 限 维 的 , 说 4 是 局 部 P- 代数 ， 
如 对 于 4 中 任意 有 限 子 集 X, 都 存在 4 的 一 个 已 子 代数 B > XX. 

例如 , 说 4 是 局 部 赛 零 代数 ( 取 P 为 宕 零 性 ) 就 是 指 对 4 中 任意 有 限 个 元 素 
a.… an, 必 有 4 的 一 个 蜂 零 子 代数 B, 有 ai e B,i = 1,.…,n. 由 于 宕 零 代数 的 
子 代数 也 是 备 零 代数 , 上 面 这 个 条 件 等 于 说 子 代数 (a1,… ,a,) 是 备 零 的 . 

又 如 , 说 4 是 局 部 有 限 代数 ( 取 P 为 有 限 性 ) 就 是 指 4 中 任意 有 限 个 元 素 
Ql,…,an 生成 的 子 代 数 (a1,…,an) 是 有 限 维 的 . 

定义 5.1.2 ”说 代数 4 是 局 部 理想 有 限 代数 , 若 4 中 任意 有 限 子 集 X 所 生 
成 的 理想 (X) 是 有 限 维 的 . 

显然 局 部 理想 有 限 代数 一 定 是 局 部 有 限 代数 . 

对 于 给 定 的 代数 4, 取 ae 4, 考察 


显然 , 或 者 3m, 使 or 可 用 a,a?,…,a"!, FF 线性 表示 , 这 就 是 说 a 满足 F 上 的 一 
个 nn 次 ( 缺 常数 项 ) 多 项 式 , 此 时 称 a 为 4 的 代数 元 ; 或 者 对 任意 n,a,…,a" 都 是 
下 无 关 的 , 此 时 称 a 为 4 的 超越 元 . 易 见 , a 是 代数 元 当 且 仅 当 (a) 是 有 限 维 的 子 
代数 . 这 样 便 引出 下 面 定义 中 的 术语 . 
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定义 5.1.3 ”说 4 是 代数 的 代数 , 如 果 4 的 每 一 元 素 都 是 代数 元 , 也 就 是 4 
中 任 一 元 素 a 生成 的 子 代数 (a) 必 是 有 限 的 . 

局 部 有 限 代数 当然 是 代数 的 代数 . 它 的 逆 命题 是 下 面 著名 的 Kypom (Kurosh) 
问题 : 代数 的 代数 是 局 部 有 限 的 吗 ? 

这 可 以 说 是 由 群 论 启示 提出 的 第 一 个 重要 的 、 关 于 代数 的 问题 . 我 们 知道 群 论 
中 有 著名 的 Burnside 问题 : 周期 群 是 局 部 有 限 的 吗 ? 即 是 说 , 一 个 群 G, 若 已 知 它 
的 每 一 个 元 素 都 生成 有 限 子 群 , 那么 它 的 任意 有 限 子 集 生成 的 子 群 是 有 限 的 吗 ? 

这 样 我 们 看 到 关于 结合 代数 的 Kypom 问 题 和 关于 群 的 Burnside 问题 是 完全 类 
似 的 . 

Kypom 问 题 和 Burnside 问题 都 有 Tonoa(Golod) 的 反例 说 明 它们 是 不 成 立 的 . 
关于 附加 某 些 限制 条 件 的 Kypom 问 题 以 及 Tonon 反 例 将 在 以 后 讨论 . 

本 节 最 后 给 出 下 面 这 个 定理 : 

定理 5.1.1 设 4 是 域 上 结合 代数 , N 是 4 的 理想 , 车 N 和 A/N 都 是 局 
部 有 限 代数 , 则 4 也 是 局 部 有 限 代数 . 

证 设 4= A/N 而 4 中 元 素 a 所 在 的 剩余 类 记 作 去 . 

任 取 4 中 有 限 个 元 素 a1,…,an, 则 由 A 的 局 部 有 限 性 知 (zi,……, 枉 ) 是 一 
个 有 限 代数 ， 设 责 ，……, 和 是 它 的 一 个 基 . 不 妨 设 (需要 时 可 扩大 原 给 有 限 子 集 
{aa an})al,…,an 中 已 包括 六 bm. 这 样 


aiaj = Yasart+ ri, ok EF, zi EN, Vij,k. (5.1.1) 
大 


令 


Y = {Zij, QkTi, Tjaky OkTijaL 三 广大 一 1 


则 Y 是 N 中 有 限 子 集 . 由 N 的 局 部 有 限 性 知 (Y) 是 有 限 子 代数 . 
设 M 是 由 a1,…,an 支撑 的 子 空间 , M 当然 是 有 限 维 的 . 今 证 有 限 维 子 空间 


AM + (Y) (向 量子 空间 的 和 ) (5.1.2) 
是 子 代数 . 为 此 , 由 (5.1.1) 只 需 证 
a(Y) S (Y),(Y)a Ec (Y), Yl. (5.1.3) 
而 欲 证 (5.1.3), 只 需 证 对 任意 ye Y, 


agE (Y), yar Ee (Y), Yl, (5.1.4) 
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而 利用 (5.1.1), 这 是 易 证 的 . 例如 , 当 y 取 axrzxij 时 , 有 


ai(akTij) 一 (alak)zij = 's Qikas 二 a Tij 
5 
= aiaszi + TT € (Y), 
5 


(akzij)ar EY C(Y). 
这 样 得 证 M + (Y) 是 有 限 子 代数 . 但 另 一 方面 
(a ,an) CS M+(Y), 


故 得 (a1,…,an) 是 有 限 子 代数 .| 


5.2 全 直 和 、 直 和 、 亚 直 和 


第 1 章 讨论 了 有 限 个 代数 的 直 和 , 然而 在 研究 无 限 代数 或 一 般 环 时 , 需要 无 限 
个 代数 或 环 的 直 和 概念 . 
设 4A。,a Ee W 是 域 上 任意 代数 ( 即 不 一 定 是 有 限 代数 ), 其 中 , W 是 下 标 a 
的 一 个 非 空 集合 , 可 以 是 有 限 或 无 限 的 . 考察 以 W 为 定义 域 , 在 we W 处 从 4A。 
取 值 的 一 切 函数 f, 亦 即 
fla eAa, VaeW. 


令 4 代表 这 样 函数 的 全 体 , 在 4 中 如 下 引入 运算 : 对 任意 f,g e 4, 规定 


(f+g)(a) =f(a) +g(a)， 
fg(a)=f(a) :g(a), YaeW,vaeF. 
(af)(a) =a. f(a), 


当然 , 对 取 定 的 a 言 , f(a),g(a) 应 在 代数 4A。 中 去 运算 . 容易 验证 , 4 关于 这 些 运 
算 作成 域 上 的 一 个 代数 . 易 见 , 当 所 有 A。 都 是 结合 代数 时 , 4 也 是 结合 的 ; 当 
所 有 的 A。 都 是 Lie 代数 时 , 4 也 是 Lie 代数 . 
这 样 作出 的 代数 4 叫做 代数 4。,a e W 的 全 直 和 , 并 记 作 [] 4。. 之 所 以 用 
aEW 
这 样 的 记 法 是 因为 4 的 元 素 f 可 以 看 成 集 4。 的 卡 氏 积 [] 4。 中 的 元 素 . 如 果 
aEW 


把 卡 氏 积 [ 4。 中 的 元 素 看 成 是 “向 量 ", 则 上 面 运算 的 意义 就 是 “向量” 的 运算 


aEW 


按 其 分 量 去 进行 . 
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易 见 , 对 任意 取 定 的 a e W, 满足 下 面条 件 : 
f(8)=0, vB#a 


的 一 切 函数 /( 或 者 说 , 对 一 切 8 关 a, 6 分 量 都 为 零 的 “向 量 ") 的 全 体 A 是 4 的 
一 个 子 代数 , 并 且 有 


Zou 
三 fa)，vfea. 
如 果 把 A。 和 A。 等 同 起 来 , 可 把 A。 就 看 成 4 的 子 代数 . 易 见 A。 还 是 4 的 理想 . 
下 面 来 考察 全 直 和 4 中 一 些 特 殊 的 子 代 数 . 
设 B 是 4 中 只 在 有 限 个 a 上 取 非 零 值 的 函数 f 的 全 体 , 或 者 用 “向 量 " 的 
语言 说 就 是 , 只 有 有 限 个 分 量 不 为 零 的 “向 量 " 全 体 . 易 见 B 是 4 的 子 代数 , 且 是 
由 4 的 理想 4u,a e W 生成 的 子 代数 , 把 B 称 为 代数 4。,a e W 的 直 和 , 并 记 作 


> @ ho. 


aewW 

当 W 是 有 限 集 时 , 显然 全 直 和 与 直 和 是 一 回 事 , 这 里 的 直 和 概念 和 1.4 节 中 
定义 的 直 和 概念 是 一 回 事 . 

当 有 无 限 多 个 4。 承 0 时 , 4 关 B, 因而 全 直 和 与 直 和 是 不 同 的 两 个 概念 . 这 是 
因为 , 若 取 0 关 ou es 4a, 则 4 中 元 素 f: f(a) = au 不 属于 B. 

上 面 由 给 定 代数 4。, a s W 出 发 硬 造 出 的 直 和 B = 》、@ 4。 与 其 中 的 子 代 


aEW 
数 4A。(= 元 ) 之 间 显 然 有 下 列 关系 : " 
(1) h。 是 B 的 理想 , Va; 
(2) B 中 任意 元 素 z 可 表 成 
= > Qi € W, aas € Aa,, Vi; 
i=1 
(3) (2) 中 表示 法 是 唯一 的 , 即 若 还 有 
= B; € W, ag, € Ap,, Vi 
j=1 
且 aa #0,Vi,ag, 0, Vj, 则 必 有 n=m,， 
Qi = Pr), Aos = Agcy Vi 


其 中 , r 是 某 一 n 元 置换 ; 
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(3) 4en > 4e= {0}, va e W, 

其 中 ,，》， hg 表示 由 4p,6 e V,V = W\{a} 的 元 素 做 成 的 一 切 有 限 和 , 也 就 是 子 
BEV 

向 量 空间 4g, 8 eV 的 和 . 

容易 看 出 (3) 和 (3) 是 等 价 的 . 

反 过 来, 若 给 定 代数 B 及 其 子 代数 A。,a e W, 满足 上 面 的 (1)~(3) 或 (1), (2)， 
(3)”, 则 和 1.4 节 中 有 限 个 代数 的 直 和 的 情况 完全 类 似 , 可 知 这 个 给 定 的 代数 B 和 
上 面 定义 的 直 和 》，@ 4。 是 同 构 的 . 因而 这 两 种 说 法 ( 即 外 直 和 与 内 直 和 ) 是 完 


全 一 样 的 . aEW 
任意 多 个 代数 的 直 和 显然 是 有 限 个 代数 的 直 和 的 自然 推广 , 容易 证 明 
定理 5.2.1 (过 e4je( 工 @4s) = > @h. 
aEeW BeVv reWUV 


现在 来 看 全 直 和 4 = 工 [ 4。 的 另 一 些 子 代数 . 设 B 是 4 的 子 代数 , 考虑 对 


aEW 


应 
pa: B— Aa, 
fomf(a), vfeB. 

注意 到 4 中 元 素 的 运算 是 按 “分 量 " 进行 的 , 故 得 pa 是 代数 B 到 4。 内 的 一 个 同 
态 对 应 , 称 pa 为 B 到 4。 的 投影 . 

定义 5.2.1 ”如 果 对 任意 a e W, 都 有 投影 po 是 B 到 4。 上 的 对 应 ( 亦 即 
Bypa = ha) 时 , 则 称 子 代数 B 为 代数 4。,a e W 的 亚 直 和 . 

易 见 A。 的 全 直 和 、 直 和 都 是 A。 的 亚 直 和 . 

亚 直 和 的 概念 也 可 以 从 一 个 代数 的 内 部 去 刻画 . 

设 BB 是 A。,aeW 的 亚 直 和 , 投影 pe 的 核 为 1。, 考察 理想 

I | 


aEW 
车 f el 则 fe 1,Va, 故 f(a) =0,Va, 即 f=0. 这样 知 
NM = {0. 
aEW 


反 过 来 , 任 给 定 一 个 代数 B 及 其 中 的 理想 有 ,ae W, 且 知 门 环 = {0}. 令 
ae 


4 = B/Is = Bpa， Va, 
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其 中 , pe 是 代数 B 到 其 商 代数 4。 上 的 自然 同 态 对 应 . 作 全 直 和 4 = |] 4。- 
TICeyz) 规定 


a 


v:B—A=II(B¢), 


bofo: fola) = bpa, Va, 


即 是 把 B 的 元 素 b 对 应 到 由 “在 pa 下 的 象 所 组 成 的 “向 量 " 上 去 . p 是 代数 B 
到 4 内 的 一 个 同 态 对 应 , 因为 有 


fotrc(o)= (b+ oc)pa = bpa + cpa = fo(a) + fe(a) 
= (fo + fe)(a), 
foc(a) = (bo)pa = (bpa)(cpa) = fo(a) : fe(a) 
= (fo: fe)(o) 


等 . p 还 是 B 到 4 内 的 一 一 对 应 , 这 是 因为 车 be B 且 bp =0, 则 fo(a) = bpa = 
0,Va, 所 以 be 和 ya. 但 已 知 门 1。 = 0, 故 得 b= 0. 这 样 


BsBpc4. 


By 恰 是 4。 的 一 个 亚 直 和 . 这 是 因为 By 在 4A。 的 投影 象 刚好 是 Bp。 = 4。. 
这 样 , 车 把 B 和 By 等 同 起 来 , B 就 是 4。 = Bepa = B/I 的 一 个 亚 直 和 了 , 即 得 

定理 5.2.2 设 16,a e W, 是 代数 B 的 一 些 理想 . 则 已 是 代数 4。 = B/Is,a e 
W 的 一 个 亚 直 和 当 且 仅 当 N, To = {0}. 


上 面 是 就 代数 介绍 了 全 直 和 、 直 和 、 亚 直 和 的 概念 . 对 于 其 他 代数 系统 , 如 环 、 
群 、 模 等 , 可 以 完全 平行 的 去 定义 , 因而 以 后 也 将 谈论 到 如 环 的 直 和 、 亚 直 和 等 . 

我 们 知道 , 当 一 个 代数 (或 环 )4 可 表 成 4。,a e W 的 直 和 后 , 4 的 结构 就 可 完 
金 由 A。 的 结构 来 刻画 了 . 然而 关于 亚 直 和 情况 就 不 同 了 . 这 可 从 下 面 的 例 5.2.2 
和 例 5.2.3 中 看 出 . 

例 5.2.1 设 4, 为 域 上 主 对 角 线 为 零 的 上 三 角 n 阶 和 矩阵 组 成 的 代数 . 作 


它们 的 直 和 > 四 4n = 4. 由 于 每 一 4。 是 笑 零 指数 为 n 的 笑 零 代数 , 易 见 代数 


A 是 宕 零 元 素 的 、 局 部 有 限 的 、 局 部 竺 零 的 , 然而 4 本 身 不 是 宕 零 的 . 

这 个 例子 说 明 , 对 于 无 限 代数 而 言 , 寒 零 元 素 代数 不 一 定 是 寡 零 代数 . 在 什么 
条 件 下 寡 零 元 素 代数 是 寡 零 代数 或 局 部 寒 零 代数 是 引起 很 多 讨论 的 问题 , 其 中 , 某 
些 结果 将 在 以 后 介绍 . 
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例 5.2.2 设 2 为 整数 环 . 欲 把 2 表 成 一 些 环 的 亚 直 和 , 由 定理 5.2.2, 只 要 取 
一 组 交 为 零 的 理想 即 得 . A 
取 = (pn), 其 中 , pn 是 第 n 个 正 素数 ， 易 见 N 五 = {0}. 故 知 环 2 是 


22, 23, 25,… 的 一 个 亚 直 和 , 其 中 , Zr = 2Z/(p) 为 p 元 有 限 域 . 
着 取 定 素数 而 令 故 = (p"). 易 见 站 及 一 {0}. 故 得 整数 环 Z 是 2/(p"),n = 


1,2,… 的 亚 直 和 . 

这 样 我 们 看 到 同一 个 环 可 表 成 性 质 上 完全 不 同 的 两 类 环 (有 限 域 和 有 零 因子 
的 环 ) 的 亚 直 和 . 

例 5.2.3 ”把 域 已 看 成 域 上 的 一 维 代数 , 考虑 n 个 F 作成 的 直 和 4 = 
下 @ … 四 已 ,并 把 4 中 的 元 素 记 作 (Qi,… ,an), qiEF. 取 4 中 一 切 形 如 (a,…,a)， 
a E 下 的 元 素 全 体 作成 的 子 代 数 B, 则 易 见 B 是 nn 个 代数 已 .…, 互 的 亚 直 和 且 
B ~ FF 是 一 维 可 除 代数 . 另 一 方面 , 4 本 身 当然 也 是 n 个 的 一 个 亚 直 和 , 而 4 
是 有 和 零 因子 的 代数 . 

这 样 可 以 看 到 , 同 是 某 些 环 的 亚 直 和 , 它们 的 性 质 可 能 有 很 大 差别 . 

应 该 指出 , A。 的 亚 直 和 和 A。 之 间 还 是 有 些 性 质 互 相传 递 的 , 如 下 面 这 个 易 
证 的 定理 . 

定理 5.2.3 ”代数 (或 环 )4 是 A。,a e W 的 一 个 亚 直 和 , 则 4 是 交换 的 每 
一 个 4。,a e W 是 交换 的 . 

最 后 给 出 下 面 将 要 用 到 的 两 个 简单 的 定理 . 

定理 5.2.4 ” 设 代数 4 = > ，@ 4。, 而 每 一 4u 为 单 代数 ( 指 42 0 且 无 真 


aeEW 
理想 者 ), 则 4 的 任意 理想 B 必 是 某 些 4。 的 直 和 , 随 之 理想 B 必 是 4 的 直 和 项 
( 指 3B', 使 4= Be B'). 
证 设 B 在 A。 中 的 投影 象 为 B。, 则 由 B 是 4 的 理想 , 易 见 B。 是 4。 的 
理想 . 但 4A。 是 单 的 , 故 若 Ba 尖 0, 则 B。 = ho. 设 V= {fae 琵 |Be 关 0}.、 显然 ， 
BC 》，@ ha. 另 一 方面 , 对 任意 ev, 有 


aeV 


4 了 B= AaBa = 42 = 4u， 


故 ha 5 B. 因而 B=》 @ 4。. 随 之 


aeV 
A=) ,8@h@ > e4e=Be 》 e4p， 
aEV Bew\V BeW\V 


即 B 是 4 的 直 和 项 .| 
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定理 5.2.5” 设 代数 4 = 》，Ah。, 每 一 4A。 都 是 4 的 理想 而 本 身 是 单 代数 且 


aeW 


4u 关 4pa 关 B, 则 必 有 4= 了》 @4a. 


aEW 


5.3 ”代数 的 Levitzki 根 


把 有 限 结合 代数 的 笑 零 根 的 概念 推广 到 一 般 的 环 与 代数 上 去 , 这 是 20 世纪 40 
年 代 许 多 研究 工作 的 主题 , 如 Baer 根 、Brown-McCoy 根 、Levitzki 根 以 及 最 重要 的 
Jacobson 根 等 都 是 . 在 第 7 章 中 介绍 Jacobson 根 . 在 本 节 中 将 介绍 代数 的 Levitzki 
根 或 局 部 寡 零 根 . 

引 理 5.3.1 ”局 部 客 零 代数 的 子 代数 和 同 态 象 也 是 局 部 究 零 的 . 

引 理 5.3.2 ” 设 4 是 域 已 上 结合 代数 , N 是 4 的 理想 . 若 N 和 4/N 都 是 局 
部 寡 零 的 , 则 4 也 是 局 部 赛 零 的 . 

证 ” 任 取 4 中 有 限 个 元 素 mi,……,oan, 则 由 忒 的 局 部 寡 零 性 知 (zi …, 柬 ) 是 
罕 零 代数 , 因而 有 正 整 数 5, 使 


Ua, =0, =1,,n. 


令 针 = {aa…aio 洋 二 1,2,…,n,V}, 则 XX 是 NN 中 一 有 限 子 集 由 NN 的 局 部 赛 
零 性 知 (X) 是 徊 零 子 代数 , 因而 有 正 整 数 t, 使 X 中 任意 t 个 元 素 之 积 为 零 . 这 样 
得 任意 st 个 aj,j = 1,…,n 之 积 必 为 零 , 即 (a1,… ,an) 是 徊 零 的 ，| 

作为 引 理 5.3.2 的 推论 有 

引 理 5.3.3 ”代数 4 中 任意 两 个 (因而 任意 有 限 个 ) 局 部 徊 零 理想 之 和 仍 是 局 
部 寡 零 理想 . 

引 理 5.3.4 ”代数 4 的 所 有 局 部 徊 零 理 想 B。,a e W 之 和 N 是 4 的 局 部 察 
零 理想 . 

证 首先 提 一 下 , 所 有 理想 B。,a e W 的 和 是 指 从 集 U, Bo 中 任 取 有 限 个 


元 素 所 作 的 和 的 全 体 N. 显然 N 仍 是 一 个 理想 . 在 N 中 任 取 一 个 有 限 子 集 X, 则 
必 有 有 限 个 B6,,i= 1,…,n, 使 


XCBa 十 … 二 Ba = 一. 


由 引 理 5.3.3, B 是 局 部 备 零 的 , 因而 (X) 是 舌 零 子 代数 ， 故 N 是 局 部 寒 零 
的 .| 

引 理 5.3.5 ” 设 B 是 代数 4 的 局 部 寡 零 单 侧 理想 , 则 B 必 包 含 在 4 的 局 部 
徊 零 理想 中 . 
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证 不 妨 设 B 是 局 部 符 零 左 理想 . 考察 4 中 含 B 的 最 小 理想 B+ B4. 今 证 
此 理想 是 局 部 寡 零 的 . 为 此 只 需 证 明 对 任意 有 限 子 集 


Y= {bi,biasi = 1,.…,n}, 
其 中 , bi €& B,ai e A,Vi,(Y) 是 窜 零 的 . 令 
2 = {bi, aibj,i,j = 1,...,n}, 


则 2 是 局 部 寡 零 左 理想 B 的 有 限 子 集 , 因而 (2) 是 寡 零 的 ， 设 其 罕 零 指数 为 m， 
则 2 中 任意 m 个 元 素 的 积 必 是 零 . 此 时 Y 中 任意 m 个 元 素 的 积 , 如 


(biai)(bjay)bk** = bi(aib;)(aybk) 


也 必 是 零 . 故 (Y)”= 0, 即 证 得 B+ B4 是 局 部 知 零 理想 ，| 
定理 5.3.1 设 4 是 域 已 上 结合 代数 , 则 
(1) 4 中 必 存 在 唯一 最 大 局 部 窜 零 理想 N, 它 包含 4 中 一 切 局 部 守 零 单 侧 理 
想 ; 
(2) 4/N 中 没有 异 于 零 的 局 部 窜 零 单 侧 理想 . 
证 由 引 理 5.3.4 和 引 理 5.3.5 得 (1), 由 引 理 5.3.2 和 引 理 5.3.5 得 (2). 
和 有 限 维 情形 完全 类 似 , 有 了 定理 5.3.1, 很 自然 地 引入 下 面 的 定义 . 
定义 5.3.1 “” 称 代数 4 的 唯一 最 大 局 部 寡 零 理想 N 为 4 的 局 部 罕 零 根 或 
Levitzki 根 . Levitzki 根 为 零 理想 的 代数 4 叫做 Levitzki 半 单 代数 或 局 部 察 零 半 单 
代数 . 
这 样 定理 5.3.1 可 改 述 成 
定理 5.3.2 设 4 是 已 上 结合 代数 , 则 
(1) 4 的 Levitzki 根 是 存在 的 ; 
(2) 4/N 是 Levitzki 半 单 代数 . 
以 上 的 讨论 说 明 , 任意 代数 的 Levitzki 根 是 有 限 代数 寡 零 根 的 一 个 很 自然 的 
推广 . 


5.4 一 类 局 部 有 限 代数 


为 了 刻画 要 讨论 的 这 类 局 部 有 限 代数 , 需要 下 面 的 概念 . 
定义 5.4.1 ”说 代数 4 的 子 代数 B 是 4 的 次 理想 , 并 记 作 Bsi4, 如 果 存 在 
子 代 数 链 


B=BoCcBic...cB,=h, 
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其 中 , n 是 自然 数 而 B; 是 Bi+i 的 理想 , i = 0,…,n 一 1. 这 样 的 有 限 长 的 子 代 数 链 
称 为 次 理想 链 , 或 更 详细 些 , 称 为 由 B 到 4 的 次 理想 链 . 

这 是 1939 年 Wielandt 对 于 群 引入 的 次 正规 子 群 在 代数 中 的 平行 概念 . 易 见 
每 一 理想 都 是 次 理想 . 次 理想 是 介 于 子 代数 和 理想 之 间 的 一 个 概念 . 

定义 5.4.2 ”说 代数 4 的 子 代数 B 是 4 的 局 部 次 理想 , 记 作 Blsi 4, 如 果 对 
4 的 任意 有 限 子 集 X, 有 Bsi(B,X), 其 中 , (B,X) 表示 BUX 生成 的 子 代 数 . 

定义 5.4.3 ”说 特征 为 零 的 域 上 的 局 部 有 限 结合 代数 4 具有 性 质 W, 并 记 
作 W- 代数 , 如 果 对 4 的 任意 有 限 子 集 X, 都 有 一 有 限 子 代数 B, 有 性 质 


XCB 有 Blsi4. 


易 见 局 部 理想 有 限 代数 必 是 W- 代数 . 这样 W- 代数 是 介 于 局 部 理想 有 限 代 
数 和 局 部 有 限 代数 之 间 的 一 类 代数 . 

下 面 讨 论 次 理想 、 局 部 次 理想 的 一 些 简单 性 质 . 

命题 5.4.1 若 刀 是 代数 4 的 次 理想 且 B? = B, 则 B 是 4 的 理想 . 

证 由 于 Bsi4, 故 有 次 理想 链 


B=BoCBc...CB,1CcB,= Ah, 


用 归纳 法 来 证 明 B 是 B; 中 的 理想 , i = 1,…,n. 当 i= 1 时 这 是 显然 的 . 设 B 是 
Bi 中 的 理想 , 今 证 B 也 是 Bij+1 中 的 理想 . 这 可 由 


BBjr1 = (BB)Bi+fl = B(BBjn) C BB; C B, 


以 及 类 似 地 Bi+iB C B 得 到 . 这 样 B 是 每 一 Bi, 特别 是 B, = 4 中 的 理想 ，| 
命题 5.4.2 ”代数 4 有 两 子 代数 B 2 C. 若 知 CsiB 且 Blsi4, 则 必 有 Clsi 4. 
证 设 X 是 4 的 任意 有 限 子 集 , 需 证 


C si(C,X). 
由 于 Blsi 4, 故 Bsi(B,X), 即 有 次 理想 链 
B=BoCcBc...cB,=(B,X). 
另 一 方面 , 已 知 CsiB, 故 有 次 理想 链 
C=Cocs…Scn=B， 


把 它们 接 在 一 起 便 得 C 到 (B,X) 的 次 理想 链 . 
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注意 到 C C (C,X) C (B,X), 用 D = (C,X) 去 交 这 个 次 理想 链 , 便 有 


C=coccnDcs…SscnnD 
=BonDcBnDc:…cB NDED. 


易 见 这 是 C 到 = (C,X) 的 一 个 次 理想 链 , 故 有 Csi(C,X), 即 ClsiA. | 

命题 5.4.3 车 B 是 4 的 有 限 ( 维 ) 局 部 次 理想 且 B 不 是 寡 零 代数 , 则 妃 含 
有 4 的 非 零 理 想 . 

证 考察 子 代 数 链 


B= BY 2 BO) 3 .2 BO， (5.4.1) 


其 中 , BG+0 = BOBG， 由 于 B 不 是 笑 零 的 且 是 有 限 维 的 , 故 可 认定 (5.4.1) 中 
的 BW 有 性 质 BYB" = BW 关 0, 易 见 (5.4.1) 是 BC) 到 B 的 次 理想 链 , 故 
BW" siB. 但 已 知 Blsi 4. 由 命题 5.4.2 知 Blsi4. 设 C=B"m, 则 C?=C#0 
且 Clsi4. 这 样 对 任意 re 4, 有 Csi(C,z), 因而 由 命题 5.4.1, C 是 (C,z) 的 理想 ， 
即 有 


TCECO, C:rICC, VreA. 
故 C 是 4 的 理想 .| 

命题 5.4.4 设 民 是 W- 代数 4 的 理想 , 则 有 

(1) 对 任意 有 限 子 集 X C RR, 必 有 有 限 子 代数 BC R, 有 XCB 且 Blsi4; 

(2) R 和 A/R 都 是 W- 代数 . 

证 (1) 对 有 限 子 集 X S R, 必 有 有 限 子 代数 B',， 有 XX Cc B' 且 Blsi4. 
今 证 B' 站 R 是 4 的 局 部 次 理想 . 对 任意 有 限 集 Y ES 4, 有 B'si(B',Y)， 另 一 
方面 ，B' 门 尽 是 B' 的 理想 ,当然 更 有 (B' 门 R) si B'， 这样 把 两 者 合 在 一 起 就 有 
(B' 门 R)si (B',Y). 注意 到 

B'NRE (BNR,Y) S (B',Y), 


和 命题 5.4.2 的 证 明 一 样 可 得 (B 门 R)si(B 门 RY), 即 B' 败 R 是 4 的 局 部 次 理 
想 . 显然 XC B' 门 R. 这 样 取 B = B' 败 RR 便 得 (1). 

(2) R 是 W- 代数 这 一 结论 是 (1) 的 推论 而 A/R 是 W- 代数 是 显然 的 ， | 

W- 代数 有 一 个 重要 性 质 就 是 : 在 W- 代数 中 是 可 以 引进 迹 函数 的 概念 . 

任 取 元 素 a e 4. 车 a e B 而 B 是 子 代数 , 则 记 a 在 B 中 所 作 的 右 乘 为 
(Ra)B, 即 

Zz(Ra)B=7za, vreB. 

把 (Ra)4 简 记 作 R。. 易 见 车 ae B CC 而 B,C 都 是 子 代数 , 则 有 


ZT(Ra)B=z(Ra)c, vreB. 
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设 4 是 W- 代数 , 则 对 任意 ae 4, 必 有 一 有 限 子 代数 B, 有 ae B 且 BlsiA. 
定义 4 的 线性 变换 R。 的 迹 为 有 限 空间 B 的 线性 变换 (R。)s 的 迹 , 即 规定 


Tr(Ra) = Tr((Ro)a). (5.4.2) 


为 了 说 明 这 个 定义 是 合理 的 , 下 面 来 证 明 Tr(R。) 的 值 与 局 部 次 理想 B 的 选择 
无 关 . 

设 B' 是 有 限 子 代数 且 有 ae B' 及 B'lsiA. 取 C = (B,B'). C 可 看 成 对 B 
添加 有 限 个 元 素 (如 取 有 限 代数 B' 的 一 个 基 ) 所 生成 的 子 代数 ， 由 定义 5.4.2 有 
BsiC, 因而 有 次 理想 链 


B=BCBC...CB,=C. (5.4.3) 


引 理 5.4.1 车 KK 是 有 限 代数 及 的 理想 , 则 Tr((Ra)k) = Tr((Ra)),Vae 天. 
证 取 太 的 FF- 基 加 …,b,,bs41,…,bo, 使 前 s 个 元 素 组 成 K 的 F- 基 , 关 
于 此 基 (Ru)z 所 对 应 的 矩阵 的 形状 为 


“(wo) 

其 中 , Mo 是 (R。)k 关于 基 bh,…,b。 所 对 应 的 矩阵 , 而 0 为 零 矩 阵 ， 由 于 线性 变 
换 的 迹 与 基 的 选择 无 关 , 此 时 显然 有 

TY((Ra)k)= TrMo = TrM = Tr((Ra)n). | 

由 引 理 5.4.1, 利用 (5.4.3) 便 有 

Tr((Ra)a) = Tr((Ra)Bp,) = = Tr((Ra)c). 

同 理 , 有 Tr((Ra)p') = Tr((Ro)c). 合 在 一 起 便 得 
Tr((Ra)B) = Tr((Ra)B’), 


即 定 义 (5.4.2) 是 合理 的 . 
规定 
(2,y) = Tr(Rey), Vz,y € A, (5.4.4) 
称 之 为 W- 代数 4 的 迹 函数 . 
设 B 是 代数 4 的 有 限 局 部 次 理想 , 规定 


(z,y)B = Tr((Riy)s), Vr,ye B. 
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其 中 , (x,y)s 就 是 有 限 代 数 B 的 迹 函数 . 
由 (5.4.2) 知 
(z,y) = (z,y)B， Vr,yeB. (5.4.5) 
这 样 由 有 限 代 数 的 迹 函 数 的 性 质 可 得 4 的 迹 函数 (z,y) 是 对 称 的 、 双 线性 函数 且 
有 
(zy,z) = (z,yz)， Vr,y,z€ A. (5.4.6) 
因而 对 W- 代数 4 也 有 
命题 5.4.5” 设 4 是 W- 代数 , (z,y) 是 它 的 迹 函 数 . 若 B 是 4 的 理想 , 则 


C= {zeAl(z,B)=0} 


也 是 4 的 理想 . 


5.5 ”W- 代数 的 结构 定理 


设 4 是 特征 为 零 的 域 PF 上 的 W- 代数 , 而 (z,y) 为 其 迹 函 数 . 

定义 5.5.1 ”说 4 的 理想 B 是 零 迹 理想 , 如 果 (B, B) = 0, 也 就 是 (z,y) = 
0, vr,y € B. 

引 理 5.5.1 设 4 是 W- 代数 , 若 4 是 Levitzki 半 单 代数 , 则 4 没有 非 零 的 
零 迹 理想 . 

证 设 B#0 是 4 的 零 迹 理想 .由 命题 5.4.4, B 是 W- 代数 . 因而 任 取 有 限 子 
集 Xc B, 必 有 有 限 子 代数 C, 有 (X)CCCB 且 ClsiA. 由 (5.4.5) 及 (B,B)=0 
得 


(C,C)c = (C,C)=0. 


由 定理 4.1.3, C 是 寡 零 代数 , 故 (X) 是 寡 零 代数 . 这 样 非 零 理想 B 是 局 部 宕 零 的 ， 
这 与 4 的 Levitzki 半 单 性 矛盾 , 故 得 引 理 . | 

本 节 的 主要 定理 是 ( 刘 绍 学 , 1980) 

定理 5.5.1 ” 设 4 是 特征 为 零 的 域 上 的 W- 代数 , 则 4 是 Levitzki 半 单 代 
数 当 且 仅 当 4 是 若干 个 (有 限 或 无 限 个 ) 有 限 单 代数 的 直 和 |. 

证 ”分 成 一 些 引 理 来 叙 证 . 

引 理 5.5.2 ”4 的 任意 有 限 理想 B 必 是 4 的 直 和 项 . 

证 设 B'= {ze Al(z,B) = 0}. 由 命题 5.4.5, B' 是 4 的 理想 . 由 引 理 5.5.1， 
4 没有 非 零 的 零 迹 理想 , 故 B 门 B' = 0. 因而 B+ B' = B@B' 剩 下 要 证 的 是 
A = B+B'. 为 此 任 取 ae 4. 有 限 代数 B 的 迹 函数 (z,y)s 是 非 退 化 的 , 这 是 因为 
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(z,y)B = (z,y) 且 BN 门 B' = 0. 故 由 定理 4.2.1, B 有 对 偶 基 bh,… ,bi; 久 ,…,b, 即 
有 


(bi b))B = 6 Vi,j 
设 
b= Dab oi= (a,0), Vi, 
1 


则 有 

(ae 一 六 的 ) = (a,b,) - (Do 国 &) 二 Qj 一 Qj = 0,Vj, 即 (a 一 b,B) =0. 故 有 
a=b+(a—-b)eB+B’. | 

由 引 理 5.5.2 直接 可 得 . 

引 理 5.5.3 ”4 的 有 限 极 小 理想 是 单 代 数 . 

设 4A,, 和 EW 是 4 的 所 有 有 限 极 小 理想 , 则 由 引 理 5.5.2 知 4 是 单 代数 . 由 
定理 5.2.5 知 》， 4A = 》 ， @4》. 下 面 引 理 说 明 W 不 是 空 集 . 


MEW Mew 

引 理 5.5.4 车 忆 是 4 的 非 堆 理想 , 则 B 中 必 含 有 4 的 一 个 有 限 非 堆 理想 , 
因而 含有 有 限 极 小 理想 . 

证 ”由 引 理 5.5.1, B 不 是 零 迹 理想 , 因而 有 ab e B, 有 (a,b) 了 0， 由 命题 
5.4.4, 必 有 4 的 有 限 局 部 次 理想 C, 使 be C C B. 由 于 (a,b) = (a,b)c, 故 有 限 
代数 C 的 迹 函数 不 恒 等 于 零 由 定理 4.1.3, C 不 是 寡 零 代数. 再 由 命题 5.4.3 知 C 
含有 4 的 非 零 理想 , 即 B 含有 4 的 有 限 非 零 理想 .| 

由 引 理 5.5.2 知 , 4、, 入 Ee W 都 是 4 的 直 和 项 . 设 4 = A、@ A. 

引 理 5.5.5 车 ae A 上 且 ah、=Axa=0,VMEW, 则 a=0. 

证 车 a 关 0, 则 由 a4、 = Axa=0,4= A、@A^ 以 及 A、 是 单 代数 , 必 可 得 
ae A^, 因而 4 的 理想 B = ,人 关 0. 由 引 理 5.5.4 知 B 必 含有 4 的 有 限 极 小 

E 
理想 . 另 一 方面 , 由 B 的 定义 知 , B 不 包含 任意 4,Ae W, 而 后 者 穷尽 了 4 中 一 
切 有 限 极 小 理想 , 故 得 矛盾 .| 
引 理 5.5.6 设 妃 是 4 的 非 零 有 限 局 部 次 理想 , 则 (B,B) 0 
证 ”用 反 证 法 , 设 (B,B) = 0, 则 B 是 守 零 代数 . 设 其 宕 零 指数 为 n+1, 则 有 


BIB?IO-...DB"D B"t=0. 


取 C= B" 关 0, 则 C?=0. 任 取 0 关 deC, 则 一 维 零 乘 代数 D = (d) 是 C 的 理想 ， 
作为 有 限 局 部 次 理想 的 理想 , 由 命题 5.4.2, D 是 4 的 局 部 次 理想 . 
现在 来 证 明 d4、 = AXd = 0,VA € W. 
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为 此 任 取 4A,Ae W, 考察 且 =(D,A)) = (d)+Aa. 若 de 4 则 将 有 H = 
A. 但 由 DlsiA, 故 DsiH 因而 Dsi 4、, 这 将 导致 D = 4\, 而 这 和 A、 的 单 性 是 
了 矛盾 的 . 故 知 d 4 A 

A、 是 4 的 直 和 项 , 当然 也 是 互 的 直 和 项 , 故 有 


H= A\® (e)， 


d=at+e1, aE€ A,ee€(e). 


由 0==a?+6 得 a?=0. 由 (d)siH, 易 见 必 有 (a)siA. 若 u 关 0, 将 导致 4、 
有 非 零 理想 , 这 与 4、 的 单 性 矛盾 . 故 a =0 而 d= el. 这 样 便 有 


dA = Axd=0, vAEW. 


由 引 理 5.5.5 知 必 d = 0, 这 和 d 之 取 法 矛盾 . 故 (B, B) 0，| 

引 理 5.5.7 ”4 的 任意 有 限 局 部 次 理想 B 必 是 某 些 4\, 入 e W 的 直 和 |. 

证 车 B 承 0, 则 由 引 理 5.5.6, (B,B) 冯 0, 由 定理 4.1.3, B 不 是 窜 零 代数 . 由 
命题 5.4.3, 有 限 子 代 数 B 含有 4 的 非 零 理想 , 随 之 含有 4 的 一 个 有 限 极 小 理想 
A. 由 引 理 5.5.2 知 必 有 

B= A\@Bi. 


作为 局 部 次 理想 B 的 理想 , Bi 本 身 也 是 4 的 有 限 局 部 次 理想 . 对 Bi 重复 上 面 的 
讨论 , 有 限 次 后 便 得 预 理 ， | 
由 于 4 是 W- 代数 , 4 中 任意 元 素 必 在 某 一 有 限 局 部 次 理想 中 . 故 有 


A= 》 @A. 
ew 
定理 的 一 个 方面 证 完了 . 
反 过 来 , 若 已 知 4 = 》，@ 4;, 4, Ae W 是 有 限 单 代数 , 则 由 定理 5.2.4, 注 


Mew 

意 到 4 的 任意 理想 必 是 某 些 4、 的 直 和 , 因而 4 没有 非 零 的 局 部 窜 零 理想 , 这 样 
便 得 4 是 Levitzki 半 单 的 . 

至 此 定理 全 部 证 完 ， | 

下 面 来 证 明 关 于 W- 代数 的 Wedderburn 主要 定理 . 

定理 5.5.2 ” 设 4 为 特征 零 的 域 上 的 W- 代数 , N 是 4 的 局 部 知 零 根 , 则 

(1) 必 有 子 代数 已 , 它 本 身 是 Levitzki 半 单 代数 , 使 4 = N + PP( 半 直 和 ); 

(2) 若 4 = N + P( 半 直 和 ), 而 Q 为 任意 有 限 子 代数 且 是 Levitzki 半 单 代数 ， 
则 必 存 在 4 的 一 个 内 自 同 构 6, 使 Q5 Cc P. 
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证 (1) 依 上 面 定理 , 知 4/N = 有 = 》，@ 2A, 其 中 , A、 是 有 限 单 代数 ,W 是 


和 AEW 
由 序数 组 成 的 足 码 集 . 将 用 互 表示 4 的 元 素 a 所 在 的 剩余 类 . 为 了 证 明 (1), 只 需 
对 每 一 人 多, 在 4 中 找到 一 个 子 代数 及 , 使 甩 = 全 ,及 门 N = 0 并 且 》 及 ( 子 
MEW 
空间 的 和 ) 是 一 个 子 代数 . 此 时 当然 也 就 有 
Dh= 》 er. 
MewW MEW 
用 超 限 归纳 法 来 证 明 这 一 点 . 
先 考察 A1. 令 其 基 为 而 ,…, 5， 由 于 4 是 W- 代数 , 必 存 在 4 的 有 限 局 部 
次 理想 B, 有 {a1,…,an} 5 B. 由 A C 5, 故 对 任意 正 整数 m, A = AY' cB", 
因而 B 必 不 是 寡 堆 代数. 因而 由 命题 5.5.1 和 命题 5.5.3 知 , C = Bm 是 4 的 非 零 
理想 且 C0? = C. 此 时 当然 有 A1 EC,C 是 A 的 理想 , 由 定理 5.2.4 知 C 是 若干 个 
A 的 直 和 , 即 C 是 半 单 的 . 这 样 CN 将 是 有 限 代 数 C 的 赛 零 根 . 由 关于 有 限 代 
数 的 Wedderburn-Maxpres 定 理 , 有 子 代数 P, 使 C = CNN +P( 半 直 和 ). 因而 己 
中 有 子 代数 P, 而 互 =A 且 PNN=PNCNN=0. 
其 次 , 设 对 所 有 入 < o 已 得 4 的 子 代 数 有 以, 使 = 双 ,PRAmN = 0, 而 
五 = 》 及 ( 子 空间 及 的 和 ) 是 子 代数 , 因而 有 互 = 》 四 及 . 现在 来 选择 P. 


和 <a MA<o 
为 此 考察 A。. 和 上 面 讨论 A 时 完全 一 样 , 必 有 4 的 有 限 理想 C,C2 = C, Xu C 
CO 而 


C=CNN+P' ( 半 直 和 )，P'=P;@…@P', (5.5.1) 
其 中 , P= Ao,…,PBl, = ZA,peW. 


Ki={ze HlzC=0}, K2= {ze HICz=0}. 

由 于 C 是 有 限 理想 , H 中 的 元 素 z 对 C 的 右 乘 是 有 限 空间 C 的 一 个 线性 变换 
Rs， 这样 {Rs,z e HH} 是 一 个 有 限 空间 ， 若 R.,…, Rs, 是 它 的 一 个 基 , 则 空间 
五 = 本 十 V, 其 中 ,V 是 zi …,zt 生成 的 子 空间 . 这 就 是 说 , 子 空间 Ks 在 中 
的 补 子 空间 是 有 限 维 的 . 同 理 , 子 空间 Ki 也 是 这 样 . 令 

K=FKiNK2= {re HIzC = Czr=0), (5.5.2) 
则 在 五 中 的 补 子 空间 是 有 限 的 . 

显然 K 是 互 的 理想 . 但 五 是 单 代数 的 直 和 , 故 


甩 =Ke@ 入 @ ,其 中 ,m 是 自然 数 ,和 < Wi 
i=1 
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重复 上 面 对 4 的 讨论 , 知 必 有 4 的 有 限 理想 D, 它 包含 C, PP,i = 1,……,m. 
对 有 限 代数 D 应 用 Wedderburn 定理 ,有 


D= DNN+5 ( 半 直 和 ). 
再 利用 Manbues 定 理 , 可 认定 这 里 的 半 单子 代数 5 是 由 D 的 半 单 子 代数 P' 扩充 
而 得 的 , 即 可 认定 
5= 已 @ Deon) © BP,. 


i=1 


再 用 Manbnes 定 理 , 必 有 有 限 代数 D 的 一 个 内 自 同 构 6, 使 


P=P,$, i=1,.…,m, 
故 m 
S$=P,S® (Fone 田 … 田 以 本 
i=1 
mh 55 
-me (Fen) @P,, pa 
i=1 
其 中 , Ps = Ps. 


我 们 说 P 即 为 所 求 者 . 这 是 因为 , 。= ,= Ao. 作为 半 单子 代数 , P, 站 N = 
0. 由 (5.5.3) 知 
PsP, = PuPs =0, i=1,..,m, (5.5.4) 


另 一 方面 , 由 于 五 是 内 自 同 构 , P, = Ps5 = dP'd-1 其 中 , d = 1 一 n 而 旱 零 元 
ne Ah, 故 Ps 必 包 含 在 P 所 在 的 理想 中 , 故 P, Cc C, 由 (5.5.2) 知 


PK = KP,=0. (5.5.5) 
(5.5.4), (5.5.5) 合 在 一 起 就 有 P,H = 有 HP, = 0. 这 样 
如 + 书 = 》 P+ Ps( 子 空间 和 ) 


MA<o 
就 是 子 代数 了 . 
至 此 完成 了 超 限 归纳 法 的 证 明 . 故 得 半 单 子 代数 P, 有 4 = N + P. (1) 得 证 . 
至 于 (2) 的 证 明 , 只 需 注意 到 4 的 任意 子 代数 B 的 内 自 同 构 5, 都 具有 形式 


05= dbd !，VYbe B, d= 1 一 n 而 知 零 元 ne B. 
而 可 扩充 为 4 的 内 自 同 构 


amdad 1，vac4. 
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重复 证 明 (1) 时 的 讨论 即 得 , 留 给 读者 去 做 .| 

我 们 知道 关于 有 限 维 Lie 代数 (以 及 有 限 Jordan 代数 、 有 限 交 错 代数 等 ) 也 
有 与 有 限 结合 代数 的 Wedderburn 结构 理论 完全 平行 的 一 整套 理论 . 相应 地 关于 
W-Lie 代数 的 讨论 可 参见 文献 (Amayo et al., 1974), 关于 W-Jordan 代数 等 的 讨论 
可 参见 文献 ( 刘 绍 学 , 1980). 


习 题 


5.1 证 明 域 上 交换 的 代数 的 代数 是 局 部 有 限 的 . 

5.2 设 $ 是 交换 主 理想 环 , 4 是 $B 上 的 代数 ( 即 4 是 环 又 是 $B- 模 且 有 la = a,a(ab) = 
(aa)b = a(ab),Va,be 4,ae $), 称 A 是 有 限 $- 代数, 如 果 5B- 模 4 是 有 限 生成 的 , 类 似 地 
可 以 定义 局 部 有 限 $- 代数 . 证 明 局 部 有 限 $- 代数 借助 于 局 部 有 限 $- 代数 的 扩张 也 是 局 部 有 
限 B- 代数 . 

5.3 ”车 有 单位 元 的 环 RR 是 其 理想 的 和 , 则 这 个 和 是 有 限 和 . 

5.4 证 明 RR- 模 M 是 其 子 模 {M。,a e 4} 的 直 和 当 且 仅 当 (1) 》，Ma = M; (2) 对 每 


aEA 
个 a MaN > Me = 0. 
月 关 a 

5.5 一 个 环 RR 叫做 亚 直 可 约 环 , 如 果 尽 可 表 为 环 5; 的 亚 直 和 , 且 RR 对 每 个 5; 的 投影 都 
不 是 同 构 , 否则 就 称 RR 为 亚 直 既 约 环 . 证 明 一 个 环 RR 是 亚 直 既 约 环 «3 RR 的 所 有 非 零 理想 之 交 
不 为 零 . 

5.6 ”每 一 个 环 都 同 构 于 一 些 亚 直 既 约 环 的 亚 直 和 . 

5.7 设 RR 是 有 单位 元 的 环 , 试 刻画 具有 下 面 性 质 的 最 小 理想 1: R/T 是 单 环 的 亚 直 和 . 

5.8 设 已 是 一 个 性 质 , 试 刻画 (如 果 存 在 ) 具有 下 面 性 质 的 最 小 理想 7: R/T 是 P 环 的 亚 
直 和 |. 

5.9 设 尺 是 交换 环 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) R 可 表 为 整 域 的 亚 直 和 ; 

(2) RR 同 构 于 域 的 亚 直 和 的 子 环 ; 

(3) R 里 没有 非 零 宕 零 元 . 

5.10 丸 是 结合 环 , 证 明 : 妃 是 尽 的 次 理想 <3 存在 玉 的 理想 及 正 整 数 n, 使 I™C BCI. 

5.11 证 明 车 4, B 是 环 RR 的 次 理想 , 则 (4, B) 也 是 "RR 的 次 理想 . 

5.12 设 Ja(a € 8) 是 环 R 的 理想 , 证明 R/ Nr 同 构 于 R/I。(a € 8) 的 亚 直 和 . 


第 6 章 Artin 环 


把 有 限 结合 代数 的 Wedderburn 理论 推广 到 环 上 去 的 第 一 个 重要 步骤 是 E.Artin 
关于 极 小 条 件 环 的 理论 . 下 一 个 重要 步骤 是 关于 一 般 环 的 Jacobson 理论 , 它 把 极 小 
条 件 环 的 主要 结果 作为 特殊 情况 而 包括 进去 了 ， 然 而 在 这 里 仍 先 介绍 Artin 的 环 
理论 . 这 是 为 了 使 读者 看 到 发 展 的 过 程 , 也 由 于 Artin 的 环 理论 的 重要 性 . 


6.1 极 小 条 件 与 极 大 条 件 , Artin 环 与 Noether 环 


在 5.1 节 中 谈 过 关于 代数 的 一 类 有 限 条 件 . 这 里 介绍 关于 代数 或 环 的 另 一 类 有 
限 条 件 . 

定义 6.1.1 设 忆 是 环 , 而 2 是 环 的 某 些 选 定 的 子 环 组 成 的 非 空 集 . 属于 0 
的 子 环 记 作 2 子 环 . 说 环 已 对 8- 子 环 满足 极 小 条 件 , 如 果 对 于 2 的 任意 一 个 非 
空子 集 5, 5 内 必 有 极 小 者 , 即 必 存 在 一 个 2- 子 环 Se 五 有 


SX, VXEesg. 


说 环 RR 对 2 子 环 满足 极 大 条 件 , 如 果 对 于 2 的 任意 一 个 非 空子 集 5, 5 内 必 
有 极 大 者 , 即 必 存 在 一 个 8- 子 环 Te 5, 有 


T¢X, VXEeSg. 


命题 6.1.1 环 RR 对 Q- 子 环 有 极 小 条 件 当 且 仅 当 对 9 中 任意 一 个 降 链 ( 即 
由 82- 子 环 组 成 的 降 链 ) 


S12 52 >.…2 5n >.…，n 是 自然 数 (6.1.1) 
必 在 有 限 步 后 停 下 来 , 即 存在 一 自然 数 N, 有 
SN = SN+1 = 二 … 二 SN+p = 二 …，Y 自然 数 p. (6.1.2) 


证 车 RR 有 极 小 条 件 , 而 (6.1.1) 是 任意 给 定 的 一 个 2- 子 环 降 链 . 取 五 一 
{Sn,n = 1,2,…}, 则 由 定义 6.1.1, 更 该 有 极 小 者 , 说 是 Sn, 由 之 即 得 (6.1.2). 故 得 
人 2- 子 环 降 链 必 在 有 限 步 后 停 下 来 . 


6.1 极 小 条 件 与 极 大 条 件 , Artin 环 与 Noether 环 “117. 


反之 , 若 对 任意 2- 子 环 降 链 (6.1.1) 都 有 (6.1.2), 而 5 是 2 的 任意 给 定 的 非 
空子 集 . 假设 $ 中 无 极 小 者 . 此 时 任 取 S51 < 5, 将 有 Se 5$, 使 S; 2 52. 这 样 继 
续 下 去 , 将 得 由 2- 子 环 组 成 的 无 限 真 降 链 


S12D 52 I Sn IO.…. 


这 与 有 (6.1.1) 必 有 (6.1.2) 是 矛盾 的 . 故 $ 必 有 极 小 者 ， | 
类 似 地 , 可 证 明 
命题 6.1.2 ” 环 RR 对 8- 子 环 有 极 大 条 件 当 且 仅 当 对 2 中 任意 一 个 升 链 


S15 52C.…C Sn C.…，n 是 自然 数 (6.1.3) 


必 在 有 限 步 后 停 下 来 , 即 存在 一 自然 数 N, 有 (6.1.2). 

由 于 命题 6.1.1 和 命题 6.1.2, 常 统称 极 小 条 件 和 极 大 条 件 为 链条 件 . 当然 对 其 
他 代数 系统 , 如 代数 、 群 、 模 等 , 也 可 以 相应 的 定义 链条 件 . 

若 当 2 取 作 RR 的 所 有 子 环 (所 有 理想 、 所 有 右 理想 、 所 有 左 理想 、 所 有 主 理 
想 ) 集 , 而 及 对 2- 子 环 有 极 小 (大 ) 条 件 , 此 时 常 简称 为 R 对 子 环 (理想 、 右 理想 、 
左 理想 、 主 理想 ) 有 极 小 (大 ) 条 件 . 

定义 6.1.2 ”对 右 ( 左 ) 理想 有 极 小 条 件 的 环 , 特 称 之 为 右 ( 左 )Artin 环 , 并 简 
称 右 Artin 环 为 Artin 环 . 

对 右 ( 左 ) 理想 有 极 大 条 件 的 环 , 特 称 之 为 右 ( 左 )Noether 环 , 并 简称 右 Noether 
环 为 Noether 环 . 

显然 , Artin 环 (Noether 环 ) 的 同 态 象 仍 为 Artin 环 (Noether 环 ). 

下 面 看 几 个 例子 : 

例 6.1.1 有 限 环 对 子 环 有 极 小 (大 ) 条 件 , 因而 有 限 环 是 Artin 环 , 也 是 
Noether 环 . 反 过 来 , 可 以 证 明 , 一 个 对 子 环 同时 有 极 小 条 件 和 极 大 条 件 的 结合 环 
必 是 有 限 环 . (参看 IIIaeirmromzep[]) 

例 6.1.2 ” 除 环 是 Artin 环 , 也 是 Noether 环 . 因为 除 环 只 有 两 个 右 理想 : 它 
本 身 和 零 . 

例 6.1.3 ” 除 环 D 上 的 矩阵 环 D, 是 Artin 环 . 这 是 因为 D, 可 以 看 成 是 除 环 
D 上 的 右 向 量 空间 , 其 维 数 (D : D) = n2, 因而 对 其 子 空间 是 有 极 小 条 件 的 . DD， 
的 每 一 右 理想 都 是 D 上 右 向 量 空间 D,, 的 子 空间 , 故 对 右 理想 也 有 极 小 条 件 , 即 
Dn 是 Artin 环 . 同样 可 知 D 是 左 Artin 环 , 左 ( 右 )Noether 环 . 

例 6.1.4 整数 环 是 Noether 环 , 这 可 由 整数 环 是 主 理想 环 以 及 下 面 的 命题 
6.1.3 得 出 . 但 易 见 整数 环 不 是 Artin 环 . 
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例 6.1.5 考虑 一 切 2 x 2 上 三 角 和 矩阵 


ab 
or 

其 中 , a,b 为 任意 实数 , 而 ” 为 任意 有 理 数 作成 的 环 R. 不 难 证 明 , R 是 左 Artin 环 
(也 是 左 Noether 环 ) 但 不 是 右 Artin 环 (也 不 是 右 Noether 环 ). 证 明 留 给 读者 . 由 
此 可 见 , Artin 环 (Noether 环 ) 对 左 、 右 理想 不 对 称 . 

设 5 是 环 R 的 一 个 非 空子 集 . 5 在 R 中 生成 的 左 理想 ( 即 R 中 含 5 的 一 切 
左 理想 之 交 ) 将 记 作 (5), 而 5 称 为 左 理想 (5) 的 一 个 生成 元 组 . 说 R 的 左 理想 
4 是 有 限 生成 的 , 如 果 4 = (5) 而 5 是 有 限 集 . 类 似 地 , 将 5 在 R 中 生成 的 右 理 
想 记 作 (5). 

命题 6.1.3” 环 已 是 左 Noether 环 => RR 的 每 一 左 理想 都 是 有 限 生成 的 . 

证 “=>”. 设 4 是 RR 的 一 个 非 零 左 理想 . 任 取 al e A. 设 对 任意 正 整 数 n， 
已 取 定 ai,i < n. 车 (Q1,…,an-1) 4, 则 取 an e A\(a1,…,an-1)， 此 时 显然 
有 (a1,…,an-1) S (a1,…,an). 但 R 是 左 Noether 环 , 故 必得 一 正 整 数 m, 有 
(aa ,am) = A. 

“<” 任 取 R 的 一 左 理想 升 链 

AlCA2C:.:CAn 

取 4= 局 4i, 则 4 是 尽 的 左 理 想 . 由 假设 4 = (a1,…,an). 但 4 为 A; 之 并 集 ， 
故 必 有 正 整数 mu 使 ie Am,i=1…,n, 即 有 Am = Am+i=:…， | 

命题 6.1.4 设 4 为 环 忆 的 理想 , 若 知 R/A 及 4 都 是 Artin 环 (Noether 环 )， 
则 尽 也 是 Artin 环 (Noether 环 ). 

证 任 取 环 R 的 一 个 右 理想 降 链 

nn2312.…23h2.…. 


由 于 R/4 是 Artin 环 , 故 必 有 自然 数 m, 使 


Im+A=Inti+A, i=1,2,.…. 
又 因为 4 是 Artin 环 , 而 环 门 4 是 4 的 右 理想 , 故 必 有 一 自然 数 n > m, 使 
IhNA=IinNA, i=1,2,.…. 


利用 下 面 这 个 易 证 的 等 式 : 当 I > nyi 时 ,有 站 (a4i 二 4)= ti+ 太 门 4, 便 
得 
hh=hN(h+A=IN(ni+A) 
=hrithNA=Init(hiiNA) = W. 


6.1 极 小 条 件 与 极 大 条 件 , Artin 环 与 Noether 环 .119. 


即 证 得 R 是 Artin 环 . 

完全 类 似 地 可 以 证 明 命题 中 关于 Noether 环 的 结论 . | 

Artin 环 和 Noether 环 之 间 有 什么 联系 呢 ? 在 6.4 节 中 将 证 明 带 有 单位 元 的 
Artin 环 必 是 Noether 环 . 

我 们 知道 有 限 维 寡 零 元 素 代数 是 寡 零 的 . 由 此 自然 提出 问题 : 在 什么 较 弱 的 条 
件 下 , 守 零 元 素 环 是 寡 零 的 ? 借用 定理 2.1.1 的 证 明 不 难得 到 . 

定理 6.1.1 ”车 结合 环 R 对 宪 零 子 环 有 极 大 条 件 , 则 R 的 任意 寡 零 元 子 环 必 
是 寡 零 的 . 

下 面 将 证 明 这 方面 最 重要 的 两 个 推广 , 先 作 一 些 准备 . 

引 理 6.1.1 ”车工 是 尽 的 寡 零 元 左 理想 , 则 aR,a e 工 是 寡 零 元 右 理 想 . 

证 任 取 yeaR, 则 y= ar. 但 zae 研 , 故 有 m, 使 (zaj”=0. 由 之 有 


yt! =a(ra)"z =0. | 
引 理 6.1.2” 环 尺 中 两 个 (因而 有 限 个 ) 军 零 左 ( 右 ) 理想 的 和 仍 为 军 零 左 ( 右 ) 
理想 . 
证 设 41,42 是 尺 的 两 个 寡 零 左 理想 , 则 有 m, 48 = A = 0. 此 时 


(A1 + A2)™ = 5 LiL2:… Lom, (6.1.4) 


其 中 , L; 或 是 41 或 是 42. 由 于 其 总 数 是 2m 个 , 故 在 每 一 乘积 中 或 是 4A1 出 现 次 
数 大 于 m, 或 是 4 出 现 的 次 数 大 于 m. 注意 到 A; 是 左 理 想 且 其 宕 零 指 数 < m， 
即 得 (6.1.4) 中 右 侧 中 每 一 乘积 都 是 零 , 故 (41 + 42)?™=0. | 

引 理 6.1.3 ” 环 R 中 车 有 非 零 的 军 零 单 侧 理想 必 有 非 零 的 蜂 零 理想 . 

此 引 理 的 证 明和 引 理 2.2.4 的 证 明 相 同 . 

定理 6.1.2(Hopkins) ” 设 RR 是 Artin 环 , 则 任意 寡 零 元 单 侧 理想 必 是 寡 零 的 . 

证 “ 先 讨 论 寒 零 元 素 右 理想 I. 由 


以 及 关于 右 理想 有 极 小 条 件 , 知 有 n, 使 B=1*=1"t1=.…. 故 B=B. 车 
B 夫 0, 则 由 B?=B# 夫 0 知 必 有 beB, 使 bB 关 0. 设 W= 1{bBIbB #0,b€ B}, 
则 W 是 非 零 右 理想 的 非 空 集 . 因而 由 假设 , W 有 极 小 者 , 设 为 b0B 关 0,bo e B. 由 
0 关 b0B = boB?, 故 有 ce B 使 bocB #0. 但 显然 有 bocB C boB, 由 boB 的 极 小 性 
得 bocB = boB, 即 有 xz € B 使 boc = bocz. 然而 B 是 知 零 元 素 的 , 故 z" =0, 由 之 
便 有 
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0# boc= bocr = bocr? = = bocr™ = 0, 


此 矛盾 说 明 B= {0}, 即 工 是 寡 零 的 . 
其 次 讨论 寒 零 元 素 左 理想 4. 由 引 理 6.1.1, aR,a <e 4 是 知 零 元 素 右 理想 . 由 
上 证 知 aR 是 宕 零 右 理想 . 这 样 AR = 》， aR, 由 引 理 6.1.2, 是 宕 零 元 素 ( 右 ) 理想 . 


acEA 

再 据 上 证 , 知 AR 是 寒 零 的 . 由 (AR)" =0 得 4"*=(44)" Cc (4AR)"={0}.， | 

定理 6.1.3(Levitzki) ” 设 RR 是 Noether 环 . 4 是 寡 零 元 单 侧 理想 , 则 4 是 寡 
零 的 . 
证 取 R 的 所 有 和 宪 零 理想 组 成 的 集 W. 由 于 零 理 想 是 军 零 理想 , 故 W 非 空 . 
这 样 , 由 假设 , W 中 有 极 大 者 , 记 作 N， 由 引 理 6.1.2 知 两 个 暴 零 理想 之 和 仍 为 军 
零 理 想 , 故 N 其 实 是 最 大 的 窜 零 理想 , 即 它 含有 R 的 一 切 徊 零 理想 . 目的 是 要 证 明 
A CN. 用 反 证 法 , 设 A YN. 考虑 尼 = R/N, 则 下 是 Noether 环 , 没有 非 零 的 寡 
零 理想 且 含 有 宪 零 元 素 单 侧 理想 4A 头 0. 不 妨 仍 记 瓦 为 R, A 为 4. 这 样 便 存在 有 
一 个 Noether 环 R, 它 没有 非 零 的 军 零 理想 但 却 含有 究 零 元 素 单 侧 理想 A 产 0. 下 
面 来 证 明 这 是 不 可 能 的 . 

由 于 4 不 是 知 零 的 , 故 必 有 0 了 头 ae 4 使 U= Ra 头 0. 由 于 4 是 究 零 元 素 的 
以 及 引 理 6.1.1, 可 知 U 是 究 零 元 素 左 理想 . 任 取 0 头 ue U. 令 


r(u) = {rz € Rluz = 0}, 


则 注意 到 v 是 容 零 元 素 , 知 r(w) 是 R 的 非 零 右 理想 . 

考虑 一 切 r(w),0 关 ue U 组 成 的 右 理想 集 8. 由 于 R 是 Noether 环 , 故 必 有 
0 关 uo EV, 而 7(wo) 是 2 中 的 一 个 极 大 者 . 对 任意 ze R, 显然 有 r(zuo) 2 T(uo). 
因此 若 zuo 关 0, 则 由 zuo e U 因而 r(zuo) e 8 以 及 r(uo) 之 极 大 性 得 r(uo) = 
T(zuo). 

今 证 uoRuo = 0. 任 取 ye R. 车 yuo 关 0, 则 必 有 正 整 数 , 使 (yuo)*+1 = 0 
而 (yuo)* 关 0， 由 于 (yuo)* 具有 形状 zuo, 由 上 讨论 有 r((yuo)*) = r(uo)， 但 
yuo ET((yuo)*), 故 也 有 yuo es r(uo), 而 这 就 是 uoyuo = 0, 故 得 uo Ruo = 0. 

由 之 得 uoR 是 寡 零 右 理想 . 但 R 没有 非 零 宪 零 理想 , 由 引 理 6.1.3, 也 没有 非 
零 蜂 零 单 侧 理想 , 故 uoR = 0. 设 B= {zeBlzB=0}, 则 也 是 守 零 右 理想 且 含 有 
uo 关 0, 而 这 是 和 RR 没有 非 零 寡 零 理想 相 矛 盾 的 . 此 矛盾 使 定理 得 证 ， | 

有 许多 文章 讨论 所 谓 nil-nilpotence 问题 : 满足 一 些 什么 条 件 的 寡 零 元 素 子 环 
(或 单 侧 理想 或 理想 ) 本 身 是 寡 零 环 . 在 8.3 节 和 8.4 节 中 还 将 讨论 这 个 问题 , 这 里 
指出 下 列 几 篇 文献 供 有 兴趣 者 去 参考 ( 谢 邦 杰 , 1955; Schok, 1971). 
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6.2 ”Artin 环 的 Wedderburn 理论 


定理 6.2.1 ”R 为 Artin 环 , 则 R 中 有 了 唯一 最 大 突 零 理想 N, 它 包 含 RR 的 一 
切 军 零 单 侧 理 想 且 商 环 R/N 没有 非 零 的 寡 零 理想 . 

证 设 NN 为 R 中 一 切 军 零 理想 之 和 , 则 由 引 理 6.1.2, N 是 一 个 究 零 元 素 理 
想 (参看 引 理 2.2.3). 由 定理 6.1.2, 知 N 是 究 零 理想 , 因而 它 是 最 大 的 军 零 理想 , 由 
引 理 6.1.3 还 知 它 包含 一 切 寡 零 单 侧 理想 . 由 于 究 零 环 借助 蜂 零 环 所 得 到 的 扩张 是 
徊 零 的 (参看 引 理 2.2.2), 故 R/N 没有 非 零 的 寡 零 理想 . | 

定义 6.2.1 民 为 Artin 环 . 称 R 的 唯一 最 大 寡 零 理想 为 R 的 宪 零 根 , 若 其 
罕 零 根 为 零 , 则 称 RR 为 半 单 Artin 环 或 简称 半 单 环 . 

这 样 定 理 6.2.1 可 改 述 为 

定理 6.2.1 若 尺 为 Artin 环 , R 的 蜂 零 根 N 是 存在 的 而 R/N 是 半 单 环 . 

这 是 因为 R/N, 作为 Artin 环 的 商 环 , 也 是 Artin 环 . 

下 面 来 讨论 半 单 环 的 结构 . 

环 的 一 个 元 素 e 叫做 客 等 元 , 如 果 e 隆 0 且 ez = e. 与 有 限 代 数 情 况 一 样 , 仍 
然 通过 军 等 元 来 研究 半 单 环 的 结构 . 

引 理 6.2.1 ” 设 环 R 的 一 个 元 素 a 有 性 质 : a? -a 是 罕 零 的 , 则 或 者 a 是 察 
零 元 或 者 存在 一 整 系数 多 项 式 f(z), 使 。 = af(a) 是 窜 等 元 . 

证 ”由 假设 有 自然 数 , 使 (a? 一 a)* = 0. 展开 之 得 a* = as+lp(a), 其 中 , p(z) 
是 整 系数 多 项 式 . 因而 有 


ak = akap(a) = aktlp(ojap(a) = ak+2p(a)2， 


继续 这 样 做 下 去 便 得 ok = a2*p(a)*. 车 a* 了 0, 则 


e=atp(a}* #0 


+1 


2 =ap(a)* 一 asp(o =e. | 

引 理 6.2.2 ” 设 了 是 环 R 的 一 个 极 小 单 侧 理 想 , 则 或 者 7? = 0 或 者 了 有 守 等 
生成 元 e. 

证 设 了 是 极 小 右 理想 .车 了 ?2 头 0, 则 有 aeT, 使 oI 隆 0. 因而 al = 了, 随 之 
有 eeI 使 se==a. 故 ae=ae? 而 有 ale-e)=0. 设 B={zellaz=0}, 则 B 
是 RR 的 右 理想 且 B Cc 了 而 B 关 I. 由 右 理想 了 的 极 小 性 知 B=0. 但 e-e2eB, 
故 e=e2. 由 于 a 头 0, 故 e 关 0, 即 e 是 徊 等 元 . 另 一 方面 , 易 见 eR 是 含 于 工 中 的 
非 零 右 理想 , 再 由 了 的 极 小 性 ,有 IT=eR. | 
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定理 6.2.2 若 忌 是 Artin 环 , 了 是 R 的 非 茵 零 右 理想 , 则 了 含有 知 等 元 . 

证 ”由 假设 及 定理 6.2.1 知 工 不 在 R 的 蜂 零 根 N 中 , 考虑 半 单 环 忆 = R/N. 
由 上 知 了 关 O. 由 及 中 的 极 小 条 件 , 知 了 含有 一 个 极 小 右 理 想 五 , 它 当 然 不 能 是 寡 
零 的 , 故 由 引 理 6.2.2, hh 含有 徊 等 元 4,ae .由 可 =5 关 0, 故 a?-aeN 是 徊 零 
元 而 a 不 能 是 寡 零 的 . 由 引 理 6.2.1, e = af(a) e 了 是 宕 等 元 、， | 

对 于 半 单 环 , 有 下 面 更 进一步 的 结果 . 

定理 6.2.3 ” 若 RR 是 半 单 环 , 则 忌 的 任意 非 零 右 理想 工 都 有 圭 等 生成 元 e, 即 
了 = eR. 

证 “作为 半 单 环 的 非 零 右 理想 , 7 不 是 寡 零 的 , 因而 由 定理 6.2.2, 7 有 罕 等 元 . 
设 e 是 工 的 一 个 寡 等 元 . 令 A(e) = {z e ylez = 0}. 假若 T 有 罕 等 生成 元 e, 则 易 
见 e 必 是 了 的 左 单位 元 , 因而 该 有 4(e) = 0. 这 样 该 考虑 e, 使 4(e) 尽 可 能 小 . 选 
取 非 空 右 理想 集 {4(ejle 是 工 中 的 宕 等 元 } 的 一 个 极 小 者 4(eo). 

车 4(eo) = 0. 则 由 eo(z 一 eoz) = 0,Yz eT, 得 zeor € 4(eo)=0, 即 zx=eoz. 
这 样 1= eoT C eoR C 7, 即 得 T= eoR. 

车 4(eo) 关 0, 今 证 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 此 时 由 定理 6.2.2, 半 单 环 R 的 非 
零 右 理想 4(eo) 将 含有 守 等 元 el， 由 4(eo) 的 定义 知 el e I,eoe! = 0， 考 虑 
e' = eo 十 el 一 ele0. 由 于 

eel = (eo 十 el 一 eleo)jel 一 el 天 0， 
(6.2.1) 
eoe' = eo(eo 十 el -eleo) = eo 尖 0， 

故 e 关 0. 直接 计算 知 e? = e', 故 e! 是 了 的 一 个 里 等 元 由 (6.2.1) 还 知 A(e') c 
4(eo) 且 e1 4 A(e'), 但 这 和 4(eo) 的 极 小 性 是 矛盾 的 . 故 4(eo) 关 0 是 不 可 能 的 . 
定理 得 证 ， | 

这 个 定理 有 下 面 的 重要 推论 . 先 给 一 个 定义 如 下 : 

定义 6.2.2 ”及 是 环 , 令 C= {ae Rlaz = za,Yz eR} 易 见 C 是 RR 的 一 个 子 
环 , 称 之 为 环 RR 的 中 心 . 

定理 6.2.4 ” 设 RR 是 半 单 环 , 则 对 RR 的 任 一 非 零 理想 4 都 有 4 = Re = eR， 
其 中 , e 是 属于 R 的 中 心 的 寡 等 元 . 

证 ”把 理想 4 看 成 R 的 右 理想 , 则 由 定理 6.2.3, 必 有 短 等 元 ee 4 使 4= eR. 
和 欲 证 4 = Re, 来 考虑 B= {zlz =a-ae,ae A} C 4. 易 见 BA = B(eR) = (Be)R = 
0. 故 B2? Cc BA = 0. 这 样 B 是 R 的 笑 零 左 理想 . 由 R 的 半 单 性 知 B = 0, 即 
a 二 ae,Va € 4. 由 之 得 4 = Re. 

剩 下 来 要 证 e 在 RR 的 中 心 内 . 注意 到 理想 4 = Re = eR, 故 e 是 4 的 单位 元 . 
对 任意 yeRR 有 


ye = e(ye) = (ey)e = ey, 


6.3 ”完全 可 约 模 “123 . 


即 e 在 忌 的 中 心 内 ， | 

定理 6.2.5 ” 半 单 环 R 有 单位 元 . 

有 了 这 些 结果 便 容 易 得 到 下 面 的 主要 结构 定理 . 先 引入 

定义 6.2.3 称 羽 为 单 Artin 环 , 如 果 R 是 Artin 环 , 没有 真理 想 且 R? 大 0. 

定理 6.2.6 ( 半 单 Artin 环 的 结构 定理 ) ”RR 是 半 单 环 <=> R 是 有 限 个 单 
Artin 环 的 直 和 |. 

证 “<”. 设 h= hi@…@An, 每 一 4; 都 是 单 Artin 环 . 此 时 易 证 ( 见 例 
1.4.3) RR 的 每 一 理想 4 必 是 某 些 4; 的 直 和 , 因而 42 = 4, 故 R 没有 非 零 的 寒 零 
理想 . 利用 命题 6.1.4 即 得 A1 @ 4 是 Artin 环 . 再 用 一 下 归纳 法 便 得 RR 得 Artin 
环 . 总 起 来 便 得 R 是 半 单 环 . 

“=>”, 设 是 半 单 环 . 首先 证 明 R 的 每 一 个 非 零 理 想 4 都 是 R 的 直 和 项 . 由 
定理 6.2.5, 及 有 单位 元 1 且 4=eR= Re 而 e 是 4 的 单位 元 并 在 RR 的 中 心 内 . 利 
用 环 尺 关 于 罕 等 元 e 的 Peirce 分 解 ( 见 定理 2.4.3 的 证 明 ) 即 可 知 4 是 直 和 项 . 或 
者 如 下 来 讨论 . 设 e = 1 一 e, e' 在 R 的 中 心 内 . 因而 4' = e'R= Re' 是 R 的 理想 ， 
直接 验证 得 R= A@ 4/. 

其 次 , R 的 每 一 理想 4 都 是 半 单 环 . 这 是 因为 4 必 是 R 的 直 和 项 , 因而 环 4 
的 右 理想 7 必 也 是 环 R 的 右 理想 , 由 之 即 得 4 是 半 单 环 . 

最 后 , 任 取 R 的 一 个 极 小 理想 4; (在 Artin 条 件 下 , R 必 有 极 小 理想 ), 则 由 
上 知 R= A1@ A1，A1 为 半 单 环 , 若 省 关 0, 则 取 44 的 一 个 极 小 理想 4Ao, 得 
A1 = A2@A4, 即 有 


R= A1® A2 @ 4s. 
这 里 42 当然 也 是 RR 的 极 小 理想 , 44 又 是 半 单 环 . 这 样 继续 下 去 便 得 理想 降 链 
ROAD A I-.. 

但 R 有 极 小 条 件 , 此 链 在 有 限 步 后 必 达 到 零 理 想 . 因而 有 R= Ai @ hz @…@ 4,， 
其 中 , 每 一 4; 作为 半 单 环 R 的 极 小 理想 和 直 和 项 , 它 本 身 是 单 Artin 环 ， | 

” 定理 6.2.7( 半 单 Artin 环 的 唯一 性 定理 ) ”是 半 单 环 ,车 R= 41@.… 甸 An = 
Bi @… @ Bm, 其 中 , 4;, Bi 都 是 单 Artin 环 , 则 必 有 n=m 上 且 hi; = Bn,Vi, 其 
中 , r 是 1,…,n 的 一 个 置换 .| 

上 面 这 两 个 定理 是 有 限 N 半 单 代数 的 结构 定理 的 一 个 非常 完满 的 推广 . 


6.3 ”完全 可 约 模 


有 限 单 代数 的 结构 定理 是 利用 客 等 元 及 Peirce 分 解 来 证 明 的 . 对 于 单 Artin 环 
的 讨论 宁愿 采取 另外 一 种 方式 , 即 运用 环 的 表示 论 的 方法 . 这 不 但 能 使 我 们 从 另 一 
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个 角度 加 深 理解 有 限 单 代数 的 结构 定理 , 并 且 也 为 以 后 讨论 一 般 环 的 Jacobson 理 
论 做 一 些 准备 . 

我 们 知道 交换 加 群 M 的 所 有 自 同 态 对 应 集 End(M) 对 下 面 规定 的 运算 作成 
一 个 结合 环 : 


{ z(08) = (za)p, vz € M,a,b € End(M). 


za 二 有 B) = Zza+ zh, 


这 个 环 End(M) 在 环 的 表示 论 中 的 位 置 相当 于 在 有 限 代数 的 表示 论 中 的 矩阵 代数 
(或 线性 变换 代数 ). 

定义 6.3.1 环 R 到 交换 群 M 的 自 同 态 环 End(M) 内 的 一 个 同 态 对 应 叫做 
环 RR 的 一 个 表示 . 

与 代数 的 表示 可 归结 为 代数 模 的 情况 完全 一 样 , 环 R 的 表示 可 归结 为 对 环 上 
模 的 讨论 . 

定义 6.3.2 ” 非 零 交换 加 群 M 称 为 环 R 上 的 右 模 , 简 记 为 R- 右 模 , 如 果 还 有 
一 个 满足 下 列 条 件 的 模 运 算 : M x 已 一 M， 

(1) (z +)a = za + ya; 

(2) z(a+b)= za+rb, Vr,ye M,a,beR; 

(3) z(ab) = (za)b. 

若 环 有 尺 有 一 个 表示 p: RR 一 End(M), 则 规定 za = z(ay),z e Ma e R, 这 里 
z(ap) 是 z 在 自 同 态 ap 下 的 象 , M 便 成 为 R- 右 模 . 反之 , 若 已 知 M 是 R- 右 模 , 
规定 

pa: M 一 M 
TP Za, 
则 易 见 pa e End(M), 而 p: a 一 pa,a € R 是 环 RR 到 End(M) 内 的 一 个 同 态 对 应 ， 
即 yp 是 环 RR 的 一 个 表示 . 

这 样 讨论 R 的 表示 与 讨论 R- 右 模 就 是 一 回 事 了 . 下 面 主要 讨论 R- 右 模 , 并 
再 简 记 之 为 RR 模 . 

R- 子 模 、R- 商 模 、R- 模 的 同 态 、R- 模 的 直 和 以 及 R- 模 的 生成 元 组 等 都 可 相 
应 的 去 定义 . 下 面 将 直接 引用 . 

与 代数 情形 一 样 , R 本 身 可 看 作 R- 模 . 此 时 常 把 它 记 作 Rr. 易 见 Rr 的 R- 
子 模 就 是 环 RR 的 右 理想 . 

定义 6.3.3 M 是 RR 模 , 说 M 是 R- 既 约 模 或 R- 单 模 , 如 果 

(1) MR= {Dziailzi e M,ai € RA} #0; 

(2) M 没有 真 R- 子 模 . 

与 R- 既 约 模 相应 的 表示 叫做 RR 的 既 约 表示 . 


6.3 ”完全 可 约 模 :125 . 


定义 6.3.4 ”没有 真 R- 子 模 的 R- 模 叫做 尺 弱 单 模 . 
这 样 及 弱 单 模 M 或 者 是 R- 既 约 模 或 者 是 MR = 0, 这 时 M 是 元 数 为 素数 
的 循环 群 . 
容易 证 明 下 面 的 命题 . 
命题 6.3.1 M 是 R- 既 约 模 , 当 且 仅 当 对 任意 0ze M 有 M = zR. 
定义 6.3.5 ”说 R- 模 M 是 完全 可 约 模 , 如 果 M 的 每 一 R- 子 模 都 是 M 的 直 
和 项 . 
以 前 曾 多 次 谈 到 每 一 理想 都 是 直 和 项 的 代数 或 环 , 它们 之 间 有 平行 的 结构 定 
理 , 其 证 明 也 是 彼此 类 似 的 . 
引 理 6.3.1 ”完全 可 约 模 M 的 子 模 N 也 是 完全 可 约 模 . 
证 任 取 N 的 一 个 子 模 已 由 于 P 也 是 M 的 子 模 , 由 假设 有 M = Pe@P'. 
这 样 N = Pe@ P'NN, 即 N 的 任 一 子 模 都 是 N 的 直 和 项 ， | 
定理 6.3.1 R- 模 M 是 完全 可 约 模 <=> M 是 R- 弱 单 模 的 直 和 . 
证 “<”. 设 M 是 R- 弱 单 模 M。,a es W 的 直 和 , 而 NN 是 M 的 一 个 子 模 . 
显然 
M=N+ > Mo. (6.3.1) 
aEW 
将 集 W 良 序 之 . 车 对 6 < ,hE W, 所 有 Mg 之 取舍 已 经 确定 , 而 用 V 表示 保留 
下 来 的 Ma 的 足 码 集 , 今 确定 M, 之 取 使. 若 


人 3 NM, = 0， 


BEV 


则 保留 Wi 否则 由 于 M,, 之 弱 单 性 必 有 


( + "| na = M,, 
BEV 

此 时 把 Mi 会 去 . 这样 依 超 限 归 纳 法 , 每 一 M。 之 取舍 完全 确定 ， 设 保留 下 来 的 

Ma 的 足 码 集 为 U, 则 易 证 


M=N®), @®Mo, 
aeU 
即 N 是 M 的 直 和 项 , 因而 M 是 完全 可 约 模 . 
“=>”. 设 M 是 完全 可 约 模 . 设 M。,a e W 是 M 的 所 有 极 小 子 模 的 全 体 , 令 
M' = > Ma, 如 果 M 中 没有 极 小 子 模 , 则 令 M' = 0, 易 见 M' 是 M 的 子 模 , 因 


aEW 
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而 由 假设 
M=M'@®M". 


此 时 M" 必 不 含 极 小 子 模 . 设 M” 承 0 而 a 是 它 的 一 个 非 零 元 素 . a 生成 的 子 模 
N S M". N 当然 也 不 含 极 小 子 模 , 因而 对 N 的 任意 子 模 PC N, 必 有 子 模 P' 使 
PcP'cN, 否则 N=Pe@P", 而 P" 将 是 极 小 子 模 . 故 存在 无 限 链 


NicNc.…CNnc…CN. 
由 引 理 6.3.1, Ni 及 三 = N; 都 是 完全 可 约 模 . 故 有 非 零 子 模 P41,i = 1,2,… 以 
i=1 


及 户 合 
Ni+l = Piri ® Ni, Vi 


N=Pe@P'. 
令 已 =Ni 易 见 了 
N= De@PePr.. (6.3.2) 
另 一 方面 , ae N, 故 让 
a=b+…+bm+b, bi€EP,i=1,..….,m,beP’, 

而 N 是 由 元 素 a 生成 的 , 所 以 有 

NEP+:*+Pn+P'. (6.3.3) 
(6.3.3) 与 (6.3.2) 是 矛盾 的 . 故 M" = 0. 即 M = M' = 》 Ma. 和 前 面 证 明 一 样 ， 
合 去 着 干 个 Ms 便 得 人 


M= > eMa， (6.3.4) 
acEU 
其 中 , U 是 W 的 一 个 子 集 . 由 (6.3.4) 还 知 极 小 子 模 Ma 都 是 弱 单 模 . 这 样 , 定理 
证 完 ， | 
定理 6.3.2( 唯 一 性 定理 ) 若 尽 模 M = 》 @M。 二 >》 @Ne, 其 中 , Ma, Ng 


BeU 


ae 
为 R- 弱 单 模 , 则 存在 W 到 UV 上 的 一 个 一 一 对 应 y, 使 Ma 兰 Nayp,Va € W. 
把 这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 ( 刘 绍 学 , 1963). 
作为 定理 6.3.1 的 一 个 推论 , 写 出 下 面 的 定理 : 
定理 6.3.3 ”R- 模 M 是 完全 可 约 模 上 且 对 任意 0 六 ze M 有 zR 关 0 当 且 仅 当 
M 是 R- 既 约 模 的 直 和 . 


6.4 “ 半 单 环 与 完全 可 约 模 “127. 


定理 6.3.4 ”RR- 模 M 是 完全 可 约 模 当 且 仅 当 M 是 R- 弱 单 模 的 和 . 

我 们 知道 域 和 除 环 上 的 模 都 有 线性 无 关 的 生成 元 组 , 即 有 基 , 因而 是 完全 可 约 
的 , 而 且 是 彼此 同 构 的 既 约 模 的 直 和 . 这 样 , 完全 可 约 模 可 以 看 成 是 向 量 空间 的 一 
个 自然 推广 . 


6.4” 半 单 环 与 完全 可 约 模 


当 环 RR 有 单位 元 1 时 , 如 无 特别 声明 , 永远 假定 1 是 R- 模 M 的 恒 等 自 同 构 ， 
即 z:1=zx,vreM. 

引 理 6.4.1 ” 当 环 尺 有 单位 元 时 , R- 弱 单 模 必 是 R- 既 约 模 . 

定理 6.4.1 ” 设 RR 有 单位 元 1, 则 RR 是 半 单 环 二 > Rr 是 完全 可 约 模 . 

证 “=>”, 设 R 是 半 单 环 . 由 于 Rr 的 非 零 子 模 N 是 环 R 的 右 理想 , 故 由 
定理 6.2.3 得 知 , N = eR, 其 中 , ee N 且 ez = e. 考虑 子 模 N' = (1 - e)R. 易 见 
Ra = N @N', 即 Ra 的 每 一 子 模 都 是 直 和 项 , 即 Ra 是 完全 可 约 模 . 

“=”, 设 RR 是 完全 可 约 模 . 由 定理 6.3.1 并 注意 到 引 理 6.4.1, 知 Ra 是 R- 既 
约 模 的 直 和 . 但 Ra 以 单位 元 1 为 模 生成 元 , 故 Ra 只 能 是 有 限 个 R- 既 约 模 的 直 
和 . 此 时 显然 Ra 有 组 成 列 , 因而 Ra 对 子 模 (也 就 是 尺 的 右 理想 ) 有 极 小 条 件 , 即 
尺 是 Artin 环 . 为 了 证 明 R 是 半 单 的 , 设 N 是 Artin 环 R 的 罕 零 根 . N 是 Ra 的 
一 个 子 模 , 故 有 


Rr=N@N,’, 
此 时 
1=z+z，zeNazeN'. 
由 之 得 z 一 zx? =z'z Ee NNMN'=0. 但 zeN 是 罕 零 元 素 . 故 有 


s=2= = .== 0 


这 样 1=z'e N', 即 N'=R. 故 N=0, 即 RR 是 半 单 环 ， | 
作为 定理 6.4.1 的 一 个 推论 ,有 
定理 6.4.2 ” 半 单 环 R 是 它 的 有 限 个 极 小 右 理想 的 (在 加 群 意义 下 ) 直 和 . 
定理 6.4.3 ” 设 RR 有 单位 元 1, 则 RR 是 半 单 环 > 任意 RR 模 M 都 是 完全 可 
约 模 . 
证 “<*”. RR 是 R- 模 , 由 假设 它 是 完全 可 约 的 , 由 定理 6.4.1, R 是 半 单 环 . 
“=>". 设 M 是 任意 R- 模 . 由 定理 6.4.2， 


n 
R=)_@E, 
i=l1 
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五 是 已 的 极 小 右 理想 , 此 时 可 将 M 写成 


M=MR= >， Sn 


mEM i=1 
今 证 每 个 子 模 mi 或 为 零 或 为 R- 既 约 模 . 考虑 对 应 


yp: T= ml, 


TP MT. 


9 显然 是 RE- 模 到 RR 模 ml; 上 的 同 态 对 应 . 但 无 是 极 小 右 理 想 , 因而 是 R- 既 约 
模 , 故 p 或 为 同 构 对 应 或 为 零 同 态 对 应 , 亦 即 或 mi 是 R- 既 约 模 或 mI = 0. 这 样 
M 是 一 些 既 约 子 模 之 和 . 仿 定理 6.3.1 的 证 明 , 合 去 其 中 一 些 既 约 子 模 后 , 便 得 M 
是 既 约 模 的 直 和 , 因而 由 定理 6.3.1, M 是 完全 可 约 模 . | 

这 样 , 每 一 R- 模 的 完全 可 约 性 便 把 半 单 环 从 有 单位 元 的 环 类 中 分 划 出 来 了 . 
上 面 已 提 到 域 或 除 环 上 的 模 都 是 完全 可 约 的 ， 半 单 环 是 保证 其 上 的 模 是 完全 可 约 
的 最 广泛 的 环 类 . 

在 定理 6.4.3 的 证 明 中 包含 了 下 面 定理 的 证 明 : 

定理 6.4.4 设 尽 是 半 单 环 , 则 R- 既 约 模 必 与 R 的 一 个 极 小 右 理想 (看 成 R- 
模 ) 同 构 . 

定理 6.4.5 ” 设 尺 有 单位 元 1, 则 R 是 单 Artin 环 <=> Rr 是 有 限 个 互相 同 
构 的 R- 既 约 模 的 直 和 . 

证 “=>"”, 设 尺 是 单 Artin 环 . 由 定理 6.4.2 知 ， 


Rr = @N, (6.4.1) 
i=1 


其 中 , 每 一 Ni 都 是 R 的 极 小 右 理 想 , 亦 即 是 R- 既 约 模 . 设 Ni,i = 1,…,n 中 与 
Ni 作为 R- 模 同 构 的 刚好 是 (需要 时 重新 编号 ) 前 > > 1 个 . 

今 证 T= Ni 十 … 十 NN 是 的 理想 . 首先 , 车 NN 是 Ra 的 一 个 既 约 子 模 且 有 
N 衬 Ni, 则 必 有 N Cc I. 这 是 因为 利用 直 和 (6.4.1), 设 wi 是 Ra 到 Ni 上 的 投射 ， 
则 w 是 模 NN 到 Ni 的 一 个 同 态 对 应 . 由 于 N 是 既 约 模 , pi 或 是 同 构 对 应 或 是 零 
同 态 对 应 . 但 已 知 N 和 N;,j > r 是 不 同 构 的 , 所 以 pj;,j > r 必 是 零 同 态 对 应 . 故 
NSEN+…+N = 了 .这样 是 Ra 中 所 有 与 Ni 同 构 的 子 模 的 和 . 

其 次 , 任意 取 定 ae R. 易 见 


yp: N= aNi, 


I ar 


6.4 ” 半 单 环 与 完全 可 约 模 “129. 


是 模 Ni 到 模 aN; 的 同 态 对 应 . 由 Ni 的 既 约 性 , p 或 者 是 同 构 对 应 , 此 时 由 上 面 的 
讨论 ,有 aN; EC 了 或 p 是 零 同 态 对 应 , 此 时 aNi = 0. 故 右 理想 了 有 性 质 aT C7, 即 
了 是非 零 理想 . 由 于 R 是 单 环 , 故 有 R = 了, 即 知 (6.4.1) 中 所 有 Ni 都 是 彼此 同 构 
的 . 


< 设 甩 = 六 eN.N 是 环 已 的 极 小 右 理想 且 作为 RR 模 它们 彼此 同 构 , 由 
i=1 


定理 6.4.1 知 R 是 半 单 环 . 由 定理 6.4.4 还 知 RR 的 每 一 极 小 右 理想 , 作为 R- 模 必 与 菜 
个 Ni 同 构 , 因而 它们 作为 R- 模 彼此 同 构 . 若 R 非 单 Artin 环 , 则 R= Ri1@:…@R， 
Ri 是 单 Artin 环 而 n > 1. 此 时 易 见 含 于 不 同 的 R; 的 极 小 右 理想 , 作为 R- 模 , 彼 
此 必 不 同 构 . 此 矛盾 说 明 RR 是 单 Artin 环 .， | 

作为 定理 6.4.5 的 推论 , 可 以 给 出 如 下 定理 : 

定理 6.4.6” 设 RR 是 半 单 环 , 则 有 


R= Ni@…@Nm， 其 中 , Ni 是 R 的 极 小 右 理想 ， 
R= Ri@…@Rn， 其 中 , Ri 是 RR 的 极 小 理想 . 


车 用 表示 环 Ri 中 的 一 个 极 小 右 理 想 , 则 还 有 
(1) Ri 恰 是 RR 中 一 切 与 五 , 作为 R- 模 , 同 构 的 极 小 右 理 想 之 和 ; 
(2) Ri 恰 是 Nj,j = 1,…,m 中 一 切 与 五 , 作为 R- 模 , 同 构 者 之 和 ， | 
定理 6.4.7 ” 设 尺 是 半 单 环 , 若 有 


BR=》>eN=y> 0M, 
i=1 j=1 

其 中 , Ni, M; 都 是 R 的 极 小 右 理想 , 则 必 有 n= m 且 Ni 兰 MG;)( 作 为 R- 模 ), 其 
中 ,7 是 1,…,n 的 一 个 置换 ， | 

这 个 定理 是 定理 6.3.2 的 直接 推论 , 也 是 关于 R- 模 的 Jordan-Halder 定理 的 一 
个 直接 推论 . 

定理 6.4.8 ” 设 尺 是 单 Artin 环 , 则 R 的 任意 两 个 极 小 右 理想 , 作为 R- 模 是 
彼此 同 构 的 . 

现在 能 证 明 6.1 节 中 所 说 的 : 带 有 单位 元 的 Artin 环 必 是 Noether 环 . 为 此 先 
引入 

定义 6.4.1 RR- 模 M 称 为 Artin 模 (Noether 模 ), 若 对 子 模 有 极 小 (大 ) 条 件 . 

类 似 于 命题 6.4.1, 可 有 

引 理 6.4.2 。 M 为 R- 模 , N 为 其 子 模 , 车 M/N,N 都 是 Artin(Noether) 模 ， 
则 M 亦 是 Artin(Noether) 模 . 

现在 可 证 
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定理 6.4.9 若 忆 是 Artin 环 且 有 单位 元 , 则 R 是 Noether 环 . 
证 RR 是 Artin 环 , 故 有 备 零 根 , 记 作 N. 作 理想 链 


R22RN2ORN?2...2 RN™=0. 


考虑 4k = RN*-!1/RN*, Ak 自然 可 看 成 R- 模 . 然而 由 于 AkN = (RNA-I/ 
RN*)N = 0, A 也 可 看 成 R/N = RR 上 模 , 这 是 因为 可 以 定义 模 运算 


2Z5 一 Ta， VrE€ Ara€ R,aeR/N. 


利用 AkN = 0 可 直接 检验 此 定义 是 合理 的 , 且 符 合 模 运算 的 条 件 . 这 样 4k 看 成 R- 
模 和 看 成 素 模 作 用 相同 . 由 I e ,Ak 是 豆 模 , 是 半 单 的 , 由 定理 6.4.3 得 A 
是 完全 可 约 专 模 . 注意 到 Ak 的 R- 子 模 均 形 如 B/RN*, 其 中 , B 是 介 于 RN*-! 
和 RN* 之 间 的 R 的 右 理 想 , R 是 Artin 环 , 有 极 小 条 件 , 故 4k 作为 R- 模 有 极 小 
条 件 . 从 上 述 知 A 的 R- 子 模 和 4x 的 巨子 模 是 一 回 事 , 故 4k 作为 瑟 模 也 有 
极 小 条 件 . 这 样 从 定理 6.3.3( 注 意 到 了 忌 ) 得 出 4k 是 有 限 个 既 约 六 模 的 直 和 |， 
Ak = M1® M2®.….@® Mn. 
由 此 可 得 一 个 长 度 有 限 (如 n) 的 组 成 列 


OCMCME@MC:..……C ME@M 8:..®M, = Ak. 
这 样 由 Schreier 定理 Ak 中 任 一 个 子 模 的 升 链 
0CMICAMC-…CMC… 


必 可 加 细 成 为 组 成 列 , 而 组 成 列 长 度 均 为 n, 故 4x 中 任 一 子 模 升 链 长 度 不 超过 mw， 
这 导致 A 对 子 模 有 极 大 条 件 . 

上 述 讨论 对 未 加 任何 限制 , 故 对 任何 成立 , 而 RNm-1L = Aw_1, RN™-2/ 
RNm-1 = Am_2, 用 引 理 6.4.2 得 RNm-2 对 R- 子 模 有 极 大 条 件 . 利用 RN™-? 和 
RNm-3/RNm-2 = Am_3 同样 可 导出 RNm-3 是 Noether R- 模 , 如 此 逐个 类 推 , 经 
有 限 步 即 可 导出 RR 是 Noether R- 模 . 而 R 作为 R- 模 , 其 子 模 就 是 右 理想 , 故 说 R 
是 Noether R- 模 就 是 说 R 对 右 理想 有 极 大 条 件 , 即 R 是 Noether 环 .， | 

许 永 华 (1977) 给 出 了 极 小 条 件 包括 极 大 条 件 的 一 个 充 要 条 件 . 

最 后 , 举 一 个 Artin 半 单 环 的 实例 . 

定理 6.4.10(Maschke) ”G 是 阶 数 为 n 的 有 限 群 , 是 特征 不 整除 n 的 域 , 则 
FIG] 是 Artin 半 单 的 . 

为 证 明 此 定理 , 先 做 些 准 备 . 设 M,N 是 FIG]-( 右 )- 模 , 因 G 含有 单位 元 , 在 
等 同 下.1 和 下 之 后 ,有 FC FIG], 故 M,N 也 是 F- 模 . 车 a 是 M 一 NN 的 一 个 
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Ff- 模 同 态 , 则 从 a 可 诱导 出 一 个 M 一 的 FIGI- 模 同 态 & 
a:M—N, 
zm Dalrg !)g, vr EM. 
9EG 
由 M,N 是 FIG]-( 右 ) 模 , 知 上 述 定义 是 有 确切 意义 的 , 保持 加 法 运算 是 易 见 
的 . 而 Vgo se G, 有 Ga(zgo) = > azgog-0)9. 令 gog-! =h. 因 G 是 有 限 群 , 故 当 9 


gEG 
历 遍 G 中 元 时 , h 也 历 遍 G 中 元 ， 故 有 
》 alzgog-0)g= 》 a(zh)h go = by seo go 


9EG heG heG 
=[a(z)]go, 

即 & 是 一 个 M 一 NN 的 PIG]- 模 同 态 . 

欲 证 FIG] 是 Artin 半 单 的 , 由 定理 6.4.3 知 只 要 证 明 任意 的 FIG]- 模 M 均 是 
完全 可 约 的 就 够 了 . 下 面 就 来 证 此 . 

定理 6.4.10 的 证 明 ” 设 M 是 任意 的 FIG]- 模 , 工 是 其 任意 FIG]- 子 模 , 把 M 
看 成 F- 模 , 此 时 工 亦 是 M 的 F- 子 模 . 而 域 上 的 模 均 是 完全 可 约 模 , 故 工 是 M 
的 直 和 项 , 这 样 M 到 L 上 的 投影 a 是 一 个 F- 模 同 态 , 使 得 a(1) =1,vie 工 . 据 上 
说 明 可 从 a 诱导 出 一 个 M 一 上 的 FIGI- 模 同 态 去 由 下 的 特征 不 能 束 除 n, 知 二 


在 正中 是 有 意义 的 . 令 p = ia. 9 亦 是 M 一 工 的 FIG]- 模 同 态 , 且 对 VE 工 有 


lan=l 2 pe 工 . 
20)= 2O= 元 2a(lg = == 
gEG 9EG 


即 ypli=a. 故 MM=M/kerp 宏 L. 

由 工 ,kery 均 为 M 的 FIG]- 子 模 , 故 M 2 工 + kery. 另 一 方面 ,对 Yme M 有 
砚 EL, 故 有 m=1+n,le Lnekerp, 即 MCL+kerp, 故 M = 上 +kerp. 对 
Yr ELNkerp, 由 zeEL 得 yp(z) = alz) =z. 由 ze kery, 得 yg(z)=0, 故 z=0， 
即 工 门 keryp = 0. 由 此 得 M = L@ kery. 这 正 是 所 要 证 的 , 故 定理 得 证 . | 

该 说 一 下 的 是 : 定理 6.4.10 中 当 F 的 特征 为 p 头 0 的 情况 , 曾 作为 更 一 般 的 
一 个 定理 的 推论 在 第 2 章 中 得 出 过 . 


6.5 单 Artin 环 的 构造 


考察 除 环 D 上 所 有 n 阶 和 矩阵 组 成 的 环 Dn. 与 域 上 的 全 矩阵 代数 及 的 情 
况 类 似 , 容易 证 明 D,, 是 单 环 . 又 由 于 Dn 可 看 成 除 环 D 上 的 右 (或 左 ) 向 量 空间 ， 
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其 维 数 为 n?, 而 Dn 的 每 一 右 理 想必 是 子 向 量 空 间 , 故 D 关于 右 理想 满足 极 小 条 
件 , 因而 D 是 单 Artin 环 . 

反 过 来 , 将 证 明 单 Artin 环 必 是 除 环 上 的 全 矩阵 环 . 即 本 节 的 主要 结果 是 下 面 
的 定理 . 

定理 6.5.1(Wedderburn-Artin) 

(1) R 是 单 Artin 环 <=> R= Du, 其 中 , D 是 除 环 , n 是 自然 数 ; 

(2) 车 单 Artin 环 R= D。 = D’,, 其 中 , D, D' 是 除 环 , 而 n,m 是 自然 数 , 则 必 
有 DD',n=m. 

这 是 有 限 单 代数 的 结构 定理 的 很 完整 的 推广 . 

这 个 定理 有 许多 不 同 的 证 明 方 法 , 这 里 介绍 其 中 的 一 种 . 首先 做 一 些 准备 . 

定理 6.5.2 ” 设 环 R 没 有 非 零 的 究 零 单 侧 理想 ,e 是 R 的 一 个 罕 等 元 , 则 下 述 
命题 是 等 价 的 : 

(1) eR 是 极 小 右 理 想 ; 

(2) Re 是 极 小 左 理想 ; 

(3) eRe 是 除 环 . 

证 (1) 坟 (3). 由 e 是 知 等 元 , 所 以 eRe 是 以 e 为 单位 元 的 环 . 为 了 证 明 eRe 
是 除 环 , 任 取 0 关 a e eRe. 显然 ae eR, 因而 aR C eR. 易 见 aR 了 关 0. 由 假设 eR 
是 极 小 右 理想 , 故 aR = eR, 因而 aRe = eRe. 又 因为 a = ae, 故 得 a(eRe) = eRe. 
这 样 , 在 eRe 中 a 至 少 有 一 个 右 逆 元 b, 有 ab = e. 因此 eRe 是 除 环 . 

(3) 坟 (1). 此 时 已 知 eRe 是 除 环 . 设 1 = eR. 并 设 也 是 含 于 了 中 的 非 零 右 理想 . 
车 Le = 0, 则 IT Cc TT = 0, 这 与 假设 R 中 没有 非 零 的 军 零 单 侧 理想 是 矛盾 的 . 
因而 7 中 含有 形 如 eae 的 非 零 元 素 . 但 eRe 是 除 环 , 故 有 ebe 使 eae .ebe = e. 这 
样 , e € 也, 因而 T= 了. 这 就 证 明了 了 = eR 是 极 小 右 理想 . 

由 于 eRe 是 左右 对 称 的 , 仿 上 可 证 (2) 和 (3) 是 等 价 的 . | 

定理 6.5.3 ” 设 尺 是 单 Artin 环 . 设 eR 是 RR 的 极 小 右 理想 , e 是 守 等 元 , 则 
NN = Re 是 除 环 eRe 上 的 m 维 右 向 量 空间 , 其 中 , m 等 于 RR 的 表 为 极 小 右 理想 的 
直 和 中 直 和 项 的 个 数 . 

证 ”由 于 了 = eR 是 极 小 右 理想 , 由 定理 6.5.2, 知 N = Re 是 极 小 左 理想 而 
DD = eRe 是 除 环 . 由 于 


ND= NeReC Re=N 
且 D 的 单位 元 e 也 是 N 的 右 单位 元 , 故 加 群 N 可 看 成 D 上 的 右 向 量 空间 . 
任 取 N 中 个 DD 线性 无 关 的 元 素 ale,…,ane. 今 证 


n 
DieR= aeR®...®aneR. (6.5.1) 


i=1 
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首先 , 由 0 关 aie e aieR 以 及 eR 是 极 小 右 理想 , 知 aieR 是 极 小 右 理想 . 其 次 , 设 
aezl 十 … 十 aneZn =0, zi€ R,Vi. (6.5.2) 


为 了 证 明 (6.5.1), 只 需 证 由 (6.5.2) 可 得 其 左 侧 每 一 项 都 是 零 ， 若 其 中 有 一 , 说 是 
alezl 关 0, 则 有 2 
alezl E meRN > ”aieR， 
放 2 


又 因 aleR 是 极 小 右 理想 , 故 得 


n 
aeRC DaieR. 
i=2 


这 样 , 由 aie € areR, 便 有 
ale 十 azeya 十 … 十 anemn =0, yiE€R,vi. 
用 罕 等 元 e 右 乘 上 式 , 即 得 
ale'e 十 aa2e.eyae 十 … 十 ane:eyne=0， 


aie 的 系数 e,eyze,…,eyne 都 在 eRe = D 中 ,而 e 关 0, 这 与 aie,i=1,…,n 是 DD 
线性 无 关 是 矛盾 的 . 由 之 得 证 (6.5.1). 

由 于 RR- 模 Ra 是 完全 可 约 模 , (6.5.1) 可 扩充 成 为 R 的 极 小 右 理 想 的 直 和 . 设 
RR 可 表 为 m 个 极 小 右 理想 的 直 和 , 则 由 定理 6.4.7, R 的 任意 这 种 直 和 表示 中 都 恰 
由 m 个 极 小 右 理想 组 成 , 所 以 n < m. 这 样 D 向 量 空间 N 的 维 数 必 小 于 或 等 于 
mm. 

设 N 在 D 上 的 维 数 为 n, 则 N= aD 十 … 二 anD, 其 中 , ai,i = 1,…,n 是 
其 基 . 但 N .eR = ReR 是 非 零 理想 , 由 R 的 单 性 得 R = N .eR, 所 以 , 注意 到 
D.eR=eRe.eR = eR 便 得 R=aieR+… 十 aneR. 但 aieR 是 极 小 右 理想 , 由 定 
理 6.4.7 知 n> m. 与 刚 证 的 结果 合 在 一 起 就 得 n =m | 

下 面 继 续 使 用 定理 6.5.3 中 所 用 的 符号 . 设 a1,…,am 是 D 上 右 向 量 空间 N 
的 基 . 由 于 N 还 是 左 R- 模 且 还 有 


(za)d = z(ad), Vr € R,a€e N,deD, 


因而 R 中 元 素 z 对 N 的 作用 必 确 定 N 的 一 个 DD 线性 变换 , 随 之 确定 D 上 的 一 
个 m x m 矩阵 . 详细 地 说 就 是 , 设 zai = b;， 


ZT(a1, am) 一 (za , Tam) = (bi,***, bm) 
一 (al ,am)4z， 
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其 中 , A = (dij),di; e D. 直接 验证 可 知 


yp: R= Dn, 
zDD As 


是 环 RR 到 Dn 内 的 同 态 对 应 . 

为 了 证 明 Wedderburn-Artin 定理 中 的 (1), 只 要 证 明 yp 是 RR 到 D 上 的 一 一 
对 应 就 够 了 . 这 个 结论 可 以 写成 下 面 的 定理 : 

定理 6.5.4 设 尺 是 单 Artin 环 . a1,…,am 是 把 极 小 左 理想 N = Re 看 成 是 
除 环 D = eRe 上 右 向 量 空间 时 的 基 , 而 bh,… ,bm 是 N 中 任意 一 组 元 素 , 则 存在 
且 仅 存在 一 个 元 素 ze RR, 使 zai = bi,i= 1,…,m. 

证 易 见 


B= {ze Rlzai=0,i=1,.…,m}= {rz€ RIzN =0} 


是 RR 的 理想 . 但 R 的 单位 元 1 不 在 B 中 , 再 由 R 的 单 性 知 B = 0， 这 样 , 若 
Zai = zaii=1 mm, 则 z-z' eB, 即 z= z'. 这 就 证 明了 最 多 只 有 一 个 元 素 
Zz ER 满足 条 件 zai = bi,i= 1,…,m. 

今 证 确 有 元 素 re RR 满足 zai = b,,i = 1 为 此 只 需 证 明确 有 ri e RR 满 
足 ziai = bi, ziaj = 0,i 关 j, 因为 那 时 只 要 取 z = 》) zi 即 为 所 求 . 只 说 明 zm 的 存 


在 就 够 了 . 令 二 
C=aeRt+:.…+am-_1ieR, 


则 C 是 的 右 理想 , C 关 RR, 因为 C 只 是 m 一 1 个 极 小 右 理想 的 和 . 设 e 为 C 的 
究 等 生成 元 , C = eR. 易 见 (1-e)C=(1-e)eR=0. 但 ai€eC,i=1,.…,m—1, 
故 (1 一 eas = 0,i = 1,…,m 一 1. 这样 , 就 不 能 再 有 (1 - e')am = 0, 否则 将 有 
(1 一 eR=0, 而 1--e #0, 但 这 是 不 可 能 的 . 这 样 0# R(1 eam S Re=N. 
但 N 为 极 小 左 理想 , 故 R(1 -eam = N. 因而 有 ye R, 使 y(1 一 eam =bm. 取 
zm = (1 一 e), 它 就 是 所 要 求 者 | 
有 了 定理 6.5.4, p 便 是 R 到 D。 上 的 同 构 对 应 . 这 样 定理 6.5.1 的 (1) 便 证 完 
了 . 
为 了 证 明定 理 6.5.1 的 唯一 性 部 分 (2), 先 证 下 面 一 些 结果 . 
命题 6.5.1 ” 设 e 是 环 R 的 突 等 元 , 则 R- 模 eR 的 自 同 态 环 Endr(eR) 与 
eRe 是 反 同 构 的 . 
证 任 取 $e€ Endr(eR), 由 于 e 是 模 eR 的 一 个 生成 元 , 故 p 由 元 素 ep = a 
完全 确定 且 若 pl 六 pz, 则 必 epi 六 epz. 由 a= ep = (eejp= (ep)je=aeeRe 知 
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ae RemeR= eRe. 这 样 对 应 
0: Endg(eR) eRe, 
poey 
是 Endr(eR) 到 eRe 内 的 一 一 对 应 . 
任 取 a e eRe, 注意 到 aeR C eR, 故 若 规定 
oa: ER—eR, 
2 一 0 
则 易 见 pee Endr(eR) 且 epa = ae = a. 这 样 9 是 Endr(eR) 到 eRe 上 的 一 一 对 
应 . 
直接 验证 可 知 9 是 此 两 环 之 间 的 反 同 构 对 应 . 例如 , 看 乘法 运算 


(p192)0=e(p192) = (ep1)p2 = (e(ep1))p2 
=(ep2)(ep1) = (p20)(p10). | 

定理 6.5.5 ” 设 RR 是 单 Artin 环 , 而 eR,fR 是 两 个 极 小 右 理想 , e,f 是 备 等 
元 , 则 有 

(1) EndR(eR) 兰 Endn(fR) 且 是 除 环 ; 

(2) eRe 兰 fRf 且 是 除 环 . 

证 (1) eR 是 极 小 右 理想 以 及 R 有 单位 元 , 因而 eR 是 R- 既 约 模 . R- 既 约 
模 的 自 同 态 或 是 自 同 构 或 是 零 自 同 态 , 故 Endr(eR) 是 除 环 . 由 定理 6.4.8 知 , 单 
Artin 环 的 极 小 右 理想 作为 R- 模 是 彼此 同 构 的 , 因而 它们 的 自 同 态 环 亦 是 彼此 同 
构 的 . 故 得 (1). 

(2) 由 (1), 利用 命题 6.5.1 即 得 (2).。 | 

定理 6.5.1 中 (2) 的 证 明 ”已 知 R= Dn = D%, 其 中 , D, D' 是 除 环 . 我 们 来 
考察 Dn. 设 D 的 单位 元 为 1, 令 eij,i,j = 1,…,n 表示 矩阵 单位 的 全 体 , 则 


1 =ell 十 … 十 enm 
Dn = el1Dn 四.…@ennDn ( 右 理想 的 直 和 ). 
易 见 eiiDneii 宇 D, 故 eaiDneii 是 除 环 , 因而 eiiD。 是 极 小 右 理 想 . 这 样 D, = 已 是 
n 个 极 小 右 理想 的 直 和 . 
今 考察 D', 而 令 fij,i,j = 1,…,m 为 其 矩阵 单位 的 全 体 , 仿 前 同样 可 从 fi;D’ fii 2 
D' 导出 fiiD 为 极 小 右 理想 , D', 是 m 个 极 小 右 理想 的 直 和 . 
但 已 知 R= Dn = D’, 而 单 Artin 环 表 成 极 小 右 理想 的 直 和 时 , 由 定理 6.4.7， 
其 中 , 所 含 极 小 右 理想 的 个 数 是 唯一 确定 的 , 故 得 m = n. 又 由 定理 6.5.5 有 


涯 ellDnell =enRen SE fuRfu= 万 Dmja 兰 已 | 
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Artin 环 的 理论 与 群 的 表示 论 有 密切 的 联系 参看 (Curtis et al., 1962) 下 面 第 7 
章 的 一 些 内 容 可 看 成 Artin 环 理论 的 进一步 发 展 . 谢 邦 杰 [2] 中 讨论 了 半 极 小 条 件 
环 是 Artin 环 沿 另 一 方向 的 推广 ， 本 章 中 一 些 定理 , 特别 是 Wedderburn-Artin 定 
理 , 可 由 下 章 相应 的 结果 得 出 . 

用 投射 模 和 入 射 模 的 语言 叙 证 Wedderburn-Artin 定理 是 很 有 趣 的 , 这 方面 可 
参看 (Jans, 1964). 

Artin 结合 环 的 理论 已 非常 完整 地 推广 到 交错 Artin 环 一 一 也 就 是 对 单 侧 理 
想 有 极 小 条 件 的 交错 环 上 去 . 平行 地 , 对 所 谓 二 次 理想 (相当 于 结合 环 的 单 侧 理想 ) 
有 极 小 条 件 的 Jordan 环 也 有 了 相当 完整 的 理论 . 这 方面 可 参看 (Zhevlakov et al.， 
1978). 

学 习 本 章 时 读 一 下 (Artin et al., 1943) 是 很 有 益 的 . 


习 题 


6.1 有 单位 元 没有 零 因子 的 右 Artin 环 是 除 环 . 

6.2 证 明 一 切 2x2 上 三 角 箱 阵 ( ， ) 其 中 , a 是 整数 , b,c 是 有 理 数 , 作成 右 Noether 
环 但 不 是 左 Noether 环 . 

6.3 证 明 一 切 2 x 2 上 三 角 矩 阵 ( 


环 , 但 不 是 左 Artin 环 . 

6.4 设 RR 是 有 单位 元 的 Artin 环 , 则 RR 的 每 个 极 大 左 理想 都 包含 R 的 军 零 根 . 

6.5 域 尺 上 的 一 个 向 量 空间 是 完全 可 约 F- 模 . 

6.6 证明 关 于 有 单位 元 的 环 RR 的 下 列 条 件 等 价 : 

(i) 每 一 个 右 尼 模 是 完全 可 约 的 ; 

(区 右 尼 模 Rr 是 完全 可 约 的 ; 

( 话 ) 每 一 个 左 R- 模 是 完全 可 约 的 ; 

(iv) 左 尼 模 RR 是 完全 可 约 的 . 

6.7 设 六 是 Artin 环 RR 的 睾 零 根 , M 是 左 R- 模 , 设 hR 关 和 N. 车 NM =0, 则 M 是 完 
全 可 约 模 . 

6.8 设 Re 是 半 单 Artin 环 R 的 极 小 左 理想 , e 是 罕 等 元 ，M 是 不 含 真子 模 的 左 R- 模 . 
则 M 兰 Re 当 且 仅 当 eM 关 0. 

6.9 单 Artin 环 RR 的 每 个 右 理想 J 是 一 个 右 零 化 子 . 


ab 


0 ) 其 中 , a 是 有 理 数 , b,c 是 实数 , 作成 右 Artin 
c 
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回顾 一 下 前 几 章 关于 有 限 代 数 和 Artin 环 的 研究 , 可 以 得 到 这 样 一 种 讨论 结构 
问题 的 格式 : 欲 考察 某 一 代数 系统 类 W( 如 有 限 代数 ) 的 结构 , 先 选 定 一 特殊 的 、 
较 简 单 的 子 类 U( 如 有 限 单 代数 )， 取 Re W， 考虑 R 的 一 切 理想 ( 同 态 对 应 的 
核 )14,a e 8, 有 性 质 : 商 代数 系统 R/TIeU. 令 N = 0, J 可 称 N 为 RR 的 根 .这 
样 R/N 可 表 成 U 中 的 代数 系统 的 亚 直 和 ( 见 定理 5.2.2), 即 它们 在 某 种 意义 上 可 
通过 UV 中 的 代数 系统 去 刻画 而 组 成 某 个 特定 类 5. 另 一 方面 , R 的 根 N 的 性 质 实 
际 上 也 由 U 确定 了 , 它们 组 成 另 一 较 特 殊 的 代数 系统 类 V. 这 样 对 RR 的 结构 的 研 
究 便 在 一 定 程度 上 归结 为 对 U 中 较 简 单 的 代数 系统 以 及 对 V 中 较 特殊 的 代数 系 
统 的 研究 . 

根据 前 几 章 的 结果 , 有 下 述 特殊 情形 : 

设 W 是 域 上 有 限 代 数 类 , 而 取 U 为 有 限 单 代 数 类 , 则 V 为 有 限 寡 零 代 
数 类 , 5 为 有 限 半 单 代数 类 , S 中 代数 可 表 为 UV 中 有 限 个 代数 的 直 和 . 这 是 代数 的 
Wedderburn 理论 . 

设 W 是 Artin 环 类 而 取 U 为 单 Artin 环 类 , 则 V 为 寡 零 环 类 , 5 为 半 单 Artin 
环 类 , 而 $ 中 的 环 可 表 为 V 中 有 限 个 环 的 直 和 , 这 就 是 环 的 Artin 理论 . 

在 本 章 中 , 将 研究 一 般 ( 指 不 附加 任何 条 件 ) 结合 环 的 结构 .选取 本 原 环 ( 见 
7.1 节 ) 作为 特殊 的 、 简 单 的 环 类 U 而 利用 上 述 格式 去 讨论 . 这 就 是 环 的 Jacobson 
理论 , 它 是 Artin 环 理论 的 一 个 很 好 的 推广 . 


7.1 本 原 环 与 Jacobson 根 


设 M 是 可 换 加 群 , 而 已 = End(M) 是 其 全 自 同 态 环 , 任 取 环 的 子 环 R, 易 
见 M 可 看 成 是 R- 模 . 要 求 此 R- 模 M 具有 一 些 特殊 性 质 , 这 样 就 在 全 自 同 态 环 
已 中 划分 出 一 些 特殊 子 环 . 

定义 7.1.1 设 忆 = End(M) 而 RR 是 环 E 的 子 环 .车 R- 模 MM 是 R- 既 约 模 , 
就 称 RR 为 既 约 环 . 

在 任意 环 中 , 可 用 下 述 方法 划分 出 一 些 特殊 环 类 : 

定义 7.1.2” 设 RR 为 环 , 如 果 RR 有 一 个 忠实 既 约 右 模 M, 即 有 性 质 

(1) RE- 模 M 是 R 的 忠实 模 , 亦 即 Ma = 0,ae R 当 且 仅 当 a=0; 
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(2) M 是 R- 既 约 模 ， 

此 时 便 称 R 为 右 本 原 环 . 相应 地 可 定义 左 本 原 环 . 以 后 简称 右 本 原 环 为 本 原 环 . 

关于 本 原 环 的 例子 将 在 7.3 节 介 绍 , 这 里 只 指出 环 (0) 不 是 本 原 环 , 因为 它 没 
有 忠实 既 约 模 . 

命题 7.1.1 RR 是 既 约 环 > R 是 本 原 环 . 

证 “=>”. 设 R 是 既 约 环 , 则 由 定义 ,有 一 加 群 M,R Cc End(M) 且 RR- 模 M 
是 既 约 模 . 由 于 RR 的 元 素 就 是 M 的 自 同 态 对 应 , 故 Ma = 0,ae 已 当 且 仅 当 ao = 0， 
即 M 是 忠实 模 . 故 R 是 本 原 环 . 

“<=”, 设 下 是 本 原 环 , 则 由 定义 , R 有 忠实 既 约 模 M. 因为 M 是 R 忠实 模 ， 
故 模 M 决定 的 环 R 到 End(M) 内 的 同 态 对 应 是 同 构 对 应 , 即 R 可 看 成 End(M) 
的 子 环 . 又 由 M 是 R- 既 约 模 , 故 得 R 是 既 约 环 ， | 

设 U 是 所 有 本 原 环 组 成 的 类 , 而 R 是 任意 环 . 下 面 来 考察 R 的 所 有 同 态 对 应 
yp, 使 Rp e U. 也 就 是 考察 R 的 所 有 理想 1, 有 性 质 : R/T 是 本 原 环 . 

定义 7.1.3 ” 称 环 R 的 理想 了 为 本 原理 想 , 如 果 R/T 是 本 原 环 . 

因为 R/R= (0) 不 是 本 原 环 . 故 RR 本 身 不 是 R 的 本 原理 想 . 

定义 7.1.4 ”RR 是 环 . 如 果 尽 没 有 本 原理 想 , 则 定义 R 本 身 是 已 的 Jacobson 
根 ; 如 果 RR 有 本 原理 想 , 则 定义 R 的 Jacobson 根 为 R 的 所 有 本 原理 想 ,ae 0 
的 交 门 I6. R 的 Jacobson 根 记 作 J(R). 


aen 

显然 , 环 R 的 Jacobson 根 J(R) 是 R 的 理想 . 由 于 在 本 原 环 的 定义 中 使 用 右 
R- 模 , 所 以 更 准确 地 说 , 这 样 定义 的 Jacobson 根 应 记 作 右 Jacobson 根 . 

下 面 来 给 出 Jacobson 根 的 另 一 种 刻画 方法 . 

为 了 方便 约定 下 面 这 种 说 法 : 加 群 M 是 R- 模 , 也 是 Rr'- 模 . R- 模 M 给 出 环 
RR 到 End(M) 的 子 环 Ri 上 的 同 态 对 应 ; 同样 R- 模 M 给 出 环 R' 到 End(M) 的 
子 环 居 上 的 同 态 对 应 . 如 果 End(M) 的 这 两 个 子 环 Ri 和 居 相 重 合 , 就 说 R- 模 
M 和 R'- 模 M 是 等 效 的 . 易 见 , 车 R- 模 M 和 尽 - 模 M 是 等 效 的 , 则 M 的 子 群 
是 R- 子 模 当 且 仅 当 N 是 R'- 子 模 . 

定义 7.1.5 设 NN 是 让 模 M 的 子 模 . 规定 


(N: M)= {ze RIMz CN}. 


特别 当 N = 0 时 , (0 : M) 称 作 RR- 模 M 的 零 化 子 , 并 记 作 A(M). 

易 见 , (N : M) 是 环 RR 的 理想 . 特别 , A(M) 是 R 的 理想 . 

设 M 是 已 模 ,而 4(M)(S R) 是 其 零 化 子 . 任 取 的 理想 TC A(M). 令 及 = 
R/T,a € R,a 表示 含 a 的 工 的 剩余 类 . 注意 到 MT = 0, 则 若 规定 模 运 算 


Tad=Za, TEM,aE€ER, (7.1.1) 
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易 见 , 此 运算 与 剩余 类 a 的 代表 选择 无 关 , 并 使 M 成 为 羽 模 , 容易 证 明 R- 模 M 
和 忌 模 M 是 等 效 的 . 
反之 , 设 工 是 环 R 的 理想 , 及 = R/T, 而 M 是 六 模 , 若 规定 


ra=za, rEM,aE Ra=a+lenR, (7.1.2) 


则 关于 此 模 运 算 , M 成 R- 模 而 了 含 在 R- 模 M 的 零 化 子 中 且 玉 模 M 和 RR- 模 M 
是 等 效 的 . 

为 了 引用 方便 , 把 上 面 这 种 R- 模 M 和 R/I- 模 M 等 效 性 的 结果 , 概括 成 下 面 
的 命题 : 

命题 7.1.2 RR- 模 M 和 R/I- 模 MM, 其 中 , 理想 了 含 在 R- 模 MM 的 零 化 子 中 ， 
是 等 效 的 . 

命题 7.1.3 工 是 环 RR 的 本 原理 想 <>T=A(M), 其 中 , M 是 一 个 R- 既 约 模 

证 “<". 设 M 是 R- 既 约 模 而 了 = A(M), 则 由 命题 7.1.2, R- 模 M 和 由 
(7.1.1) 定义 的 R/I- 模 M 是 等 效 的 , 因而 M 是 R/T- 既 约 模 . 由 工 = A(M) 又 
知 R/I- 模 M 是 忠实 的 , 这 是 因为 车 Ma = 0,a € R/T, 则 Ma = 0,a € RR, 因而 
aE A(M) = 了 故 a=0. 

“=>", 设 工 是 环 R 的 本 原理 想 , 则 R/T 是 本 原 环 , 因而 R/T 有 忠实 既 约 模 M. 
由 命题 7.1.2 R/T- 模 M 和 由 (7.1.2) 定义 的 R- 模 M 是 等 效 的 . 由 R/T- 模 M 是 既 
约 的 得 R- 模 M 是 既 约 的 . 由 于 R/T- 模 M 是 忠实 的 , 故 若 对 ae R, 有 0= Mo， 
则 由 (7.1.2) 有 Ma=0, 故 a&5=0, 随 之 ae 了 即 R- 模 MM 的 零 化 子 A(M)cCI. 另 
一 方面 , 显然 有 TS A(M), 故 T= A(M).， | 

由 命题 7.1.3, 便 得 到 与 定义 7.1.4 等 价 的 另 一 种 定义 Jacobson 根 的 方法 . 这 就 
是 下 面 的 定理 . 

定理 7.1.1 RR 是 环 , 如 果 没 有 R- 既 约 模 , 则 R 本 身 是 RR 的 Jacobson 根 ; 
如 果 有 R- 既 约 模 , 则 R 的 Jacobson 根 为 R 的 所 有 婚约 模 Ma,a e 2 的 零 化 子 
4(Ma) 的 交 0 4(Ma). 

定义 7. 1 ee 车 环 RR 的 Jacobson 根 J(R) = 0, 则 称 之 为 半 本 原 环 或 Jacobson 
半 单 环 , 记 作 .7 半 单 环 . 

定理 7.1.2 ” 设 环 RR 的 Jacobson 根 为 J(R), 则 R/J(R) 是 半 本 原 环 . 

证 令 Ma,aeQ2 是 所 有 的 R- 既 约 模 . 由 定理 7.1.1 J(R)= 有 A(Ma). 这 


样 J(R) S A(Ma),a e 2, 因而 车 令 玉 = R/J(R), 则 由 命题 7.1.2， 在 模 Me 和 由 
(7.1.1) 定义 的 起 模 M。 是 等 效 的 , 故 Ma 是 巨 既 约 模 . 由 (7.1.1) 易 见 , RR- 模 Ma 
的 零 化 子 是 A(M。)/J(R). 这 样 让 的 Jacobson 根 


JT(R) ES (A(Ma)/ TR) = TR)/T(R)=0, 
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故 丽 = RR/J(R) 是 半 本 原 的 . | 

定理 7.1.3 ”RR 是 半 本 原 环 <=> R 是 本 原 环 的 亚 直 和 |. 

证 “=>”. 设 尺 是 半 本 原 环 , 则 J(R) = NI 二 0, 其 中 , fm 是 R 的 本 原理 
想 由 定理 5.2.2, R 是 商 环 R/1,a e 2 的 亚 吉 和 . 但 每 一 R/1 都 是 本 原 环 , 故 
是 本 原 环 的 亚 直 和 . 

另 一 方向 的 证 明 留 给 读者 . | 


7.2 Jacobson 根 的 内 刻画 


今后 , Jacobson 根 将 简写 成 根 . 

7.1 节 中 环 R 的 7 根 是 通过 本 原理 想 或 R- 既 约 模 来 刻画 的 . 这 些 刻画 都 需要 
借助 环 R 以 外 的 R- 模 语言 . 能 不 能 用 环 R 的 内 部 语言 去 刻画 J 根 而 使 我 们 能 从 
另 一 个 角度 弄 清 7 根 的 含义 呢 ! 回答 这 个 问题 的 关键 是 把 R- 既 约 模 的 零 化 子 概念 
通过 环 RR 的 语言 来 刻画 . 

设 M 是 RE 模 , m e M. (0: m) = {se € RImz = 中 号 见 (0: m) 是 R 的 右 


然 A(M) = =(0: Mn) = (0 : m). 这 样 可 以 通过 (0: m) 来 刻画 A(M). 

定义 7.2.1 环 A 的 一 个 右 理想 T 叫做 正则 的 , 如 果 存 在 一 元 素 ee RR, 使 
-er€eT,vreR. 

命题 7.2.1 车 M 是 尼 既 约 模 , 则 对 任意 0 关 mm es M,(0:m) 是 RR 的 极 大 
右 理 想 且 是 正则 右 理想 . 

证 设 M 是 尼 既 约 模 . 令 T= (0:m),0 了 me M. 若 T 不 是 RR 的 极 大 右 
理想 , 则 有 右 理想 5, 有 

TCSCR. (7.2.1) 


由 (7.2.1) 得 ms 关 0; 又 由 M 的 既 约 性 , 故 有 ms = M = mR. 这 样 对 任意 ae R， 
有 se5 使 ma=ms, 即 a--seT, 因 而 ae s+TC5, 即 尺 = 5S. 这 是 和 (7.2.1) 
矛盾 的 , 故 得 了 是 R 的 极 大 右 理想 . 

由 M = mR, 知 有 ee R, 使 m = me 这样 对 任意 z € R,mz = mez, 故 
Zz 一 er ET, 即 了 是 正则 右 理想 . | 

命题 7.2.2 ”车工 是 环 R 的 极 大 右 理想 , 正则 右 理想 , 则 存在 一 个 R- 既 约 模 
M 及 me M, 使 T= (0:m). 

证 ”由 于 TT 是 正则 右 理想 , 故 有 eeERR 使 z-ereT,vzeR, 即 z€ET+erC 
T+R?, 故 RCT+R?, 从 而 R= 了 T+ R?. 由 于 了 是 极 大 右 理想 , 即 是 R- 模 RR 
的 极 大 子 模 . 于 是 R- 模 R/T 无 非 零 真子 模 . 又 由 于 T+ RR=R 知 RY¥T, 故 
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R/T. R= 民 / 工 关 0. 即 得 R/T 是 R- 既 约 模 . 取 模 R/T 中 的 元 素 e + T. 由 于 
e # (否则 将 导致 R= 了 T, 而 这 是 不 成 立 的 ), 故 e+ 工头 0+T. 注意 到 erzeT 当 
且 仅 当 z e7T, 便 得 T=(0:e+T).， | 

定理 7.2.1 RR 是 环 , W 是 R 中 一 切 极 大 右 理想 , 正则 右 理想 7 的 集合 , 则 
J(R) = DD 多 


证 “由 定理 7.11, A(R) = 人 A(Ma), Ma 是 RR 既 约 模 . 由 命题 7.2.2, 得 


JR)=NAMa)=NO0:M)= N oo:mc NT 
和 es ew 

由 命题 7.2.1 得 

Nrc :i (0:m) = na: Ma) = J(R). 

Tew er 
故 得 

JR)= NT. | 
Tew 


极 大 右 理想 , 正则 右 理想 是 用 环 R 的 内 部 语言 刻画 的 . 这 样 定理 7.2.1 给 出 了 
本 根 的 内 定义 . 

以 前 看 到 Artin 环 RR 的 笑 零 根 是 一 切 蜂 零 右 理想 的 和 . 关于 一 般 环 忆 的 J 根 
是 由 具有 哪些 特性 的 右 理 想 或 元 素 组 成 的 呢 ? 

设 a 是 R 中 的 元 素 . 车 R 有 单位 元 1 而 1+a 有 右 逆 元 , 并 将 此 右 逆 元 表 成 
1+aw', 则 有 (1+a(l+w)= 1 即 


a+a +aa’ =0. (7.2.2) 


易 见 , 车 a 是 备 零 元 素 , 则 1 +a 是 有 右 逆 元 和 左 逆 元 , 这样, 在 一 般 环 五 中 有 性 
质 (7.2.2) 的 元 素 a 可 看 成 寡 零 元 素 的 一 种 推广 . 给 出 下 面 的 定义 : 

定义 7.2.2 ”RR 是 环 , R 的 元 素 a 叫做 右 拟 正则 元 , 如 果 有 ww E R, 使 (7.2.2) 
成 立 , 并 称 a 为 元 素 a 的 一 个 右 拟 逆 元 . 相应 地 可 以 定义 左 拟 正则 元 和 左 拟 逆 元 . 

环 R 的 右 理想 叫做 右 拟 正则 的 , 如 果 它 的 每 一 元 素 都 是 右 拟 正则 的 . 

每 一 元 素 都 是 寡 零 元 素 的 右 理想 , 叫做 军 零 元 右 理想 . 

命题 7.2.3 ” 环 丸 的 任意 守 零 元 右 理想 都 是 右 拟 正则 右 理想 . 

证 设 了 是 寡 零 元 右 理想 . 任意 ce T,a 是 寡 零 元 , om = 0. 取 以 = _a+az 

十 … 十 (-a)"1. 直接 验证 得 e+o +aa' = 0, 即 a 是 右 拟 正 则 元 . 故 工 是 右 拟 正 

则 右 理想 . | 
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利用 R 的 元 素 a 可 以 确定 R 的 一 个 正则 右 理想 J(a) = {z+az,z € R}. 如 果 
a 是 右 拟 正则 元 则 有 a €E RR 使 4a+a +aa’ =0, 于 是 a= -a +a(-a)€ J(a). 反 
之 , 如 果 ae J(a), 则 有 ceRa=c+ac 即 a+(-c)+a(-c)=0, 即 ao 是 右 拟 正 
则 元 . 故 a 是 右 拟 正则 元 当 且 仅 当 a € .J(a). 这 个 事实 可 以 看 成 是 利用 正则 右 理想 
J(a) 给 出 的 右 拟 正则 元 的 另 一 种 定义 . 

为 了 用 拟 正则 概念 来 刻画 J 根 , 先 证 

命题 7.2.4 环 RR 的 任 一 正则 右 理想 5 了 R 必 可 扩大 成 R 的 一 个 极 大 右 理 
想 、 正 则 右 理 想 . 

证 ”由 5 的 正则 性 知 有 ee R, 使 x 一 er e 5,Yz e€ R. 这 样 , 易 见 任意 含 5 的 
右 理想 都 是 正则 的 . 因而 只 需 找 一 个 含 5 的 极 大 右 理想 就 行 了 . 令 W 是 R 中 一 
切 含 5 的 真 右 理想 的 集合 . 若 Te W, 则 ce #7, 因为 不 然 将 由 zx 一 ez E SCcT 而 
得 T= 及 这 样 , W 中 任意 升 链 TC DC … CTC.…, 它 的 并 T= 避 7 必 


n=1 
也 不 含 e, 因而 节 是 RR 中 含 5 的 真 右 理想 , 即 Te W. 随 之 可 以 应 用 Zorn 引 理 知 
W 中 必 有 极 大 元 , 这 也 就 是 说 , R 中 有 含 5 的 极 大 右 理想 T.。 | 

在 下 面 常 将 a 一 za 记 作 (1 - z)a, 虽然 环 RR 中 不 一 定 有 单位 元 1. 这 样 ,在 
中 即使 1 一 zx 没有 意义 , 但 (1 - z)a 以 及 a(1 - z) 等 都 是 有 意义 的 . 例如 , 易 见 ， 
(1 一 2)R= {(1 一 2Z)a,Va Ee R} 是 RR 的 正则 右 理想 , 而 a 是 右 拟 正则 元 当 且 仅 当 有 
a'E R, 使 (1 +a)a’ = a. 

定理 7.2.2 ” 设 环 下 的 J 根 是 7(R), 则 

(1) J(R) 是 R 中 最 大 的 右 拟 正则 理想 ; 

(2) J(R) 包括 一 切 右 拟 正则 右 理想 . 

证 ” 先 证 (2). 设 5 是 右 拟 正则 右 理想 . 任 取 a € 5, 则 az,Vz € R 都 是 右 拟 
正则 的 . 令 M 是 R- 既 约 模 并 设 a 4 A(M). 这 样 必 有 me M,ma 关 0. 由 M 的 既 
约 性 ,有 maR= M. 故 有 ze R, 使 maz=m, 即 mm 一 maz=0. 取 (-az) 的 一 个 
右 拟 逆 元 y, 则 由 0 = m(1 一 az) 得 


0=m(l ~—az)(1+y) =m(l1+(-az))(l1 + = m. 


这 与 m 的 取 法 矛盾 . 故 知 对 任意 R- 既 约 模 M 有 ae A(M), 因而 ce 门 4(M) = 
J(R). 

今 证 (1). 设 ae J(R) 且 a 不 是 右 拟 正则 元 . 车 (1 十 a)R = R, 则 易 见 a 将 是 
右 拟 正则 元 , 故 有 (1 二 a)R#R. 但 (1+a)R= (1 一 (-a))R 是 RR 的 正则 右 理 想 , 由 
命题 7.2.4, 存在 极 大 正则 右 理想 T, 有 (1 二 a)R C7, 即 对 任意 ze R,z+ar ET. 
但 由 定理 7.2.1, J(R) SET, 故 seT, 因而 T= R. 这 与 了 的 意义 矛盾 . 故 a 必 是 
右 拟 正则 元 , 即 J(R) 是 右 拟 正则 理想 . 再 用 (2) 便 得 (1). | 
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定理 7.2.2 还 可 以 改进 . 

为 此 , 首先 , 如 果 把 上 面 的 讨论 中 的 “ 右 ” 都 换 成 “ 左 ”, 便 得 左 Jacobson 根 以 
及 与 关于 右 Jacobson 根 相 平 行 的 下 述 结果 : 

定理 7.2.3” 设 I 是 环 R 的 左 Jacobson 根 , 则 

(1)I= 门 4(M'), 其 中 , M' 取 遍 一 切 左 R- 既 约 模 ; 

(2) T= 门 T', 其 中 , T' 取 遍 R 的 一 切 正则 极 大 左 理想 ; 

(3) 工 是 R 中 最 大 的 左 拟 正则 理想 ; 

(4) 工 包含 R 的 一 切 左 拟 正则 左 理想 . 

其 次 证 明 左 拟 正则 理想 必 是 右 拟 正则 理想 , 反之 亦 然 . 今 考虑 R 中 一 元 素 %， 
它 既 是 右 拟 正则 元 又 是 左 拟 正则 元 . 这 时 便 有 b,ce R, 使 


atb+ba=0, at+c+ac=0. (7.2.3) 
为 了 计算 方便 , 对 RR 添加 一 个 单位 元 1, (7.2.3) 就 变 成 
(+D1+0)=1, (+o(l+0)=1. 
这 时 当然 有 
1+b=(1+b)(1+a)(l+c)=1+c¢, 
即 5b=c. 如 果 不 引 进 单位 元 而 直接 计算 , 这 就 是 


ac 十 bc+bac=0，ba+bc+bac=0. 


由 之 有 ac = ba. 再 由 (7.2.3) 便 得 b= c. 这 是 说 , 同一 元 素 的 右 拟 逆 元 和 左 拟 逆 元 
(如 果 都 存在 的 话 ) 必 相 等 . 

设 工 是 右 拟 正则 理想 . 了 中 元 素 a 有 右 拟 逆 元 % : a+a' +aa' = 0. 由 之 , -a’ = 
a 十 aa', 因为 了 是 理想 , 故 % e 工 因而 % 有 右 拟 逆 元 a”. 但 等 式 a+a'+aa' =0 
说 明 w 以 a 为 左 拟 逆 元 . 故 由 上 面 讨论 知 a = a”. 这 就 是 说 ， 


a+a +aa=0. 


此 式 说 明 a 是 左 拟 正则 元 . 即 证 得 右 拟 正则 理想 必 是 左 拟 正则 理想 . 同样 可 证 , 反 
过 来 也 对 . 

利用 这 个 事实 并 注意 到 定理 7.2.2 的 (1) 和 定理 7.2.3 的 (3), 便 知 对 任意 环 RR， 
其 Jacobson 根 和 左 Jacobson 根 是 一 致 的 . 随 之 定理 7.2.2 可 改进 如 下 : 

定理 7.2.4 ，” 设 环 尺 的 ,7 根 为 7(R), 则 

(1) J(R) 是 最 大 右 拟 正则 理想 , 也 是 最 大 左 拟 正则 理想 ; 

(2) J(B) 包括 一 切 右 拟 正则 右 理想 ; 
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(3) J 了 (R) 包括 一 切 左 拟 正则 左 理想 ; 

(4) J(R) 包括 一 切 寡 零 元 单 侧 理想 . 

拟 正 则 的 概念 是 用 环 RR 的 内 部 语言 刻画 的 , 这 样 定 理 7.2.4 给 出 又 一 个 用 环 尺 
的 内 部 语言 刻画 .7 根 的 方法 . 


7.3 本 原 环 的 结构 


7.1 节 和 7.2 节 刻 画 了 环 R 的 J 根 J(R), 并 知 R/J(R) 是 J 半 单 环 而 任意 J 
半 单 环 都 是 本 原 环 的 亚 直 和 . 本 节 中 给 出 本 原 环 的 结构 . 

设 有 R 是 单 环 , 则 J(R) =R 或 J(R) = 0. Jacobson 曾 提出 问题 : 是 否 存在 单 环 
RR 而 J(R) = RR, 或 简 言 之 , 是 否 存在 单 了 根 环 ? 这 已 在 文献 (Sasiada, 1961) 中 正 
面 的 解决 了 . 除了 单 7 根 环 外 , 其 余 的 单 环 R 都 是 7 半 单 的 , 因而 它 有 本 原理 想 . 
这 样 R 的 唯一 不 等 于 RR 的 理想 {0} 应 是 它 的 本 原理 想 , 亦 即 R 是 本 原 环 . 这 样本 
原 环 在 一 定 意义 上 是 单 环 的 推广 . 下 面 看 本 原 环 的 一 些 例子 . 

例 7.3.1 设 DD 是 除 环 ,而 M 是 D 上 mn 维 左 向 量 空间 . 考虑 Endp(M). 易 
见 它 和 D,, D 上 n 阶 全 矩阵 环 同 构 . 显然 , 当 把 M 看 成 是 Endp(M) 模 时 ,， M 是 
Endp(M) 的 忠实 既 约 模 . 因而 Endp(M) 是 本 原 环 . 这 也 就 是 说 , 由 单 Artin 环 的 
结构 定理 知 , 单 Artin 环 是 本 原 环 . 

例 7.3.2 设 DD 是 除 环 而 M 是 D 上 可 数 维 左 向 量 空间 . 说 M 的 线性 变换 
yp 是 m 秩 的 , 如 果 Me, 即 M 在 wp 下 的 象 , 是 m 维 空间 . 令 RR 是 M 的 一 切 有 限 
秩 线性 变换 的 全 体 , 则 易 见 R 是 全 线性 变换 环 Endp(M) 的 真子 环 , 并 且 M 是 己 
忠实 既 约 模 . 这 样 R 是 本 原 环 . 同时 还 看 到 , Endp(M) 中 含 RR 的 子 环 都 是 本 原 环 . 
当然 Endp(M) 本 身 也 是 本 原 环 . 由 于 任意 线性 变换 与 有 限 秩 线性 变换 之 积 仍 是 有 
限 秩 线性 变换 , 故 RR 是 Endp(M) 的 真理 想 . 这 样 Endp(M), 以 及 它 的 一 切 真 含 已 
的 子 环 , 都 是 本 原 环 但 不 是 单 环 的 例子 . 

这 里 附带 提 一 下 , 不 难 证 明 例 7.3.2 中 的 RR 是 单 环 . 因而 , 由 单 Artin 环 的 结构 
定理 , 它 是 单 环 而 非 单 Artin 环 的 一 个 例子 . 

下 面 来 讨论 本 原 环 的 结构 . 

设 尺 是 本 原 环 , 而 M 是 它 的 忠实 既 约 模 . 由 于 M 是 R- 忠实 模 , 故 RR 可 以 看 
成 是 End(M) 的 子 环 . 另 一 方面 , M 是 RR- 既 约 模 , M 可 以 很 自然 地 看 成 是 一 个 除 
环 上 的 向 量 空间 . 为 此 , 考虑 Endr(M), 即 R- 模 M 的 一 切 自 同 态 的 全 体 . 注意 到 
AM 的 既 约 性 , 其 自 同 态 或 是 自 同 构 或 是 零 自 同 态 , 故 Endr(M) 是 除 环 . 这 样 便 得 

引 理 7.3.1(Schur 引 理 ) ”M 是 RR- 既 约 模 , 则 EndR(M) 是 除 环 . 

这 里 应 提 一 下 的 是 , 容易 看 到 , 实际 上 Enda(M) 就 是 子 环 R 在 环 End(M) 内 
的 中 心 化 子 . 
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这 样 M 便 是 除 环 Endr(M) 的 右 向 量 空间 . 为 了 记 法 的 方便 , 把 它 改 造成 左 
向 量 空间 . 为 此 引进 与 Enda(M) 反 同 构 的 环 D. 当然 D 也 是 除 环 . 令 p 是 D 到 
Enda(M) 上 的 反 同 构 对 应 . 规定 


dm=m(dp), de D,meM, (7.3.1) 
则 易 验 证 , 此 模 运算 使 M 成 为 D 的 左 向 量 空 间 . 例如 , 对 任意 di, da € D,m € M， 
(didz)m = m((did2)y) = m((d2p)(dip)) = di(d2am). 


有 时 称 与 Enda(M) 反 同 构 的 D 为 R- 模 M 的 中 心 化 子 (不 要 和 子 环 的 中 心 化 子 
混淆 ), 并 记 作 C(M). 

由 (7.3.1) 知 , 左 D 向 量 空间 M 和 R- 模 M 有 下 面 重 要 性 质 : R- 模 M 的 任 
意 自 同 态 都 可 以 由 用 D 中 一 元 素 左 乘 来 实现 . 除 此 之 外 , 还 有 


(dm)a=d(ma), vde D,me M,a€R. (7.3.2) 
这 是 因为 , 由 (7.3.1) 并 注意 到 dp se Endr(M), 有 
(dm)a = (m(dp))a = (ma)(dyp) = d(ma). 


由 (7.3.2) 得 RC Endp(M). 

定义 7.3.1 ”M 是 除 环 D 上 的 左 向 量 空间 . R 是 全 线性 变换 环 Endp(M) 的 
一 个 子 环 . 说 是 M 上 的 稠密 线性 变换 环 , 或 简称 稠密 环 , 如 果 对 任意 自然 数 n， 
以 及 M 中 任意 两 组 元 素 z1,… ,zn; 胃 ,… ,yn, 其 中 , z1,… ,zn 是 D 线性 无 关 的 ， 
都 有 ae R, 使 zia = yi,i= 1,.…,n. 

上 两 例 中 的 环 R 都 是 稠密 环 . 

下 面 由 Jacobson 和 Chevalley 给 出 的 定理 是 本 原 环 结构 理论 的 基本 定理 . 

定理 7.3.1( 稠 密 定理 ) ” 设 尺 是 本 原 环 而 M 是 R- 忠 实 既 约 模 . 设 D = C(M)， 
则 瑟 是 D 上 左 向 量 空间 M 的 稠密 线性 变换 环 . 

证 ”为 了 证 明定 理 , 只 要 证 明 下 面 的 命题 : 

命题 7.3.1 对 D 上 左 向 量 空间 M 的 任意 有 限 维 子 空间 V 及 元 素 m #4 V， 
可 找到 ae R, 使 Va=0 而 ma 闯 0. 

这 是 因为 , 此 时 对 M 中 任意 给 定 的 元 素 z1,…, zn 和 奶 ,…,yn, 其 中 ,zz 
是 DD 无 关 的 , 车 令 Vi 是 zj,j 关 i,j = 1,2,…,n 支撑 的 子 空间 , 则 由 命题 7.3.1， 
有 aie RR, 使 Viai = 0, 而 ziai 关 0. 由 M 的 RR 既 约 性 ,有 ziaiR = M, 即 有 
ZTiQibi = 二. 令 a= ab 十 … 十 anbn, 则 a 即 有 所 求 性 质 zia = yi,i= 1,:…,n. 

下 面 对 M 的 子 空间 V 的 维 数 作 归 纳 法 来 证 命题 A. 
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先 把 Y 写成 V = W @ Dw, 其 中 , 子 空间 W 的 维 数 等 于 V 的 维 数 减 1, 而 
w € Vw #¢ Wo, 并 任 取 m 4 V. 由 归纳 假设 , 对 Vo 及 w 4 Wo 而 言 , 命题 7.3.1 是 成 
立 的 . 因而 车 设 4(W) = {a e€ RIVoa = 0}, 则 有 wA(W) 去 0. 由 M 的 R- 既 约 性 以 
及 wA(Wo) 是 M 的 子 模 , 得 M = wA(Vo). 

若 对 V,m 而 言 , 命题 7.3.1 不 成 立 , 即 是 有 


Va=0=3 ma=0,vae R. (7.3.3) 
今 证 这 是 不 可 能 的 . 注意 到 任意 ze M 必 有 z = wa,a e A(V6). 规定 


vp: M— M, 


War Mma. 


若是 wa = wa',a,a’€ A(W), 则 wla 一 a ) =0,a 一 a eA(W), 即 有 V(a--a')=0. 
这 样 由 (7.3.3) 有 m(a 一 a) = 0, 即 ma = ma'. 这 就 说 明了 yp 的 定义 是 合理 的 . 直 
接 验证 知 p 是 R- 模 M 的 自 同 态 . 由 定理 前 面 的 一 段 讨论 知 p 对 M 的 作用 可 用 
D 中 一 元 素 左 乘 来 实现 , 即 有 d e 也 ， 


dwa = ma, Vae A(Wo), 


即 有 (dw 一 m)A(W) = 0. 但 对 Wo 而 言 命 题 7.3.1 成 立 , 因而 dw -me Vo, 即 
me Wo+ Dw =V, 这 和 m 的 取 法 是 矛盾 的 . 故 (7.3.3) 不 成 立 , 即 对 V 而 言 命题 
7.3.1 也 成 立 . 由 归纳 法 即 得 命题 7.3.1. | 

稠密 环 当然 有 忠实 既 约 模 . 事实 上 , 若 R 是 除 环 D 上 左 向 量 空间 M 的 稠密 
线性 变换 环 , 则 M 就 是 一 个 R- 忠 实 既 约 模 . 再 注意 到 曾 证 过 本 原 环 和 既 约 环 的 等 
价 性 , 便 有 

定理 7.3.2 ” 设 RR 是 环 , 则 下 述 性 质 是 等 价 的 : 

(1) R 是 本 原 环 ; 

(2) R 是 既 约 环 ; 

(3) RR 是 稠密 环 . 

作为 定理 7.3.1 的 推论 , 有 

定理 7.3.3 ”RR 是 本 原 环 , 则 有 一 除 环 DD, 或 者 对 某 一 自然 数 浆 有 玉兰 Du 或 
者 对 任意 自然 数 m, 都 有 RR 的 子 环 So 同 态 于 Dn. 

定理 7.3.4 ”交换 本 原 环 R 必 是 域 . 

证 本 原 环 R 必 是 某 一 除 环 D 上 左 向 量 空间 M 的 稠密 环 . 如 果 M 的 维 数 
(M : DD) > 1, 则 易 见 R 必 是 不 交换 的 , 故 (M : D) = 1. D 上 一 维 空间 M 上 的 稠 
密 环 R 必 同 构 于 D, 这 样 R 又 是 交换 又 是 除 环 , 故 已 是 域 .| 
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回头 看 一 下 定理 7.3.1 说 明了 什么 ? 
设 巨 是 环 , 而 R 是 它 的 子 环 . R 在 妃 内 的 中 心 化 子 是 尽 而 尽 在 已 内 的 中 


若 取 妃 = End(M), 其 中 , M 是 交换 加 群 , 而 R Cc EE 是 既 约 环 , 则 R 在 环 
End(M) 中 的 中 心 化 子 R = Endr(M), 而 尽 在 End(M) 中 的 中 心 化 子 R" = 
Endp'(M). 注意 到 定理 7.3.1 前 面 的 讨论 及 所 用 符号 , 知 R'- 模 M 相应 的 左 模 是 
左 DD 向 量 空间 M, 故 


R” = Endp'(M) = Endp(M). 
由 上 知 RC R", 因而 有 
RE Endp(M)=R". 


定理 7.3.1 说 明 , 当 RR 是 既 约 环 时 , 虽然 仍 不 一 定 有 R= R”, 但 却 知道 在 R" 中 
是 “稠密 ”的 , 即 对 R” = Endp(M) 中 的 任 一 元 素 a” 在 M 中 任意 有 限 子 空间 N 
上 的 作用 都 可 以 通过 R 中 的 元 素 ax 来 实现 ， 


za = ZaN，Vr EN. (7.3.4) 


在 定义 7.3.1 中 , 用 (7.3.4) 给 出 了 稠密 环 的 代数 定义 . 为 了 从 拓扑 的 观点 解释 
一 下 稠密 环 的 意义 , 在 除 环 D 的 左 向 量 空间 的 全 线性 变换 环 R" = Endp(M) 内 引 
进 拓扑 : 规定 元 素 0 的 邻 域 系 


rt={a€ Rlza=0}, vreM. 


易 见 z+ 是 R" 的 右 理想 . 利用 环 R" 的 加 法 运算 , 规定 R" 中 任意 元 素 a 的 邻 域 系 
为 at+z+. 这 些 邻 域 系 使 R" 成 为 拓扑 空间 , 并 且 R” 的 运算 在 此 拓扑 空间 中 是 连续 
的 , 这 样 R" 成 为 拓扑 环 . 这 样 引进 来 的 拓扑 通常 称 为 有 限 拓扑 或 Jacobson 拓 扑 . 

此 时 有 , 全 线性 变换 环 R" 的 子 环 R 是 稠密 环 当 且 仅 当 子 环 在 Jacobson 拓 
扑 下 的 闭 包 集 等 于 整个 R", 亦 即 在 Jacobson 拓扑 意义 下 , 集合 RR 在 R” 中 是 稠密 
的 . 这 是 因为 式 (7.3.4) 恰好 说 明 , R 中 任意 元 素 % 的 每 一 个 邻 域内 都 必 含 有 书 
中 的 元 素 . 这 就 是 对 稠密 环 的 拓扑 解释 . 


7.4 对 Artin 环 的 应 用 


第 6 章 中 关于 Artin 环 的 主要 结果 可 以 作为 推论 由 环 的 Jacobson 理论 得 出 . 
本 节 来 做 这 件 事 . 

定理 7.4.1 (1) 设 R 是 Artin 环 , 则 有 R 的 了 根 J(R) 是 寡 零 理想 ; 

(2) Artin 环 RR 的 寡 零 根 和 J 根 是 一 致 的 . 
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证 (1) 设 J= J(R). 考虑 理想 降 链 
i iin PE a TR 


由 于 尺 是 Artin 环 , 故 必 有 n, 使 N=J"=J"t1=.…=J”"=…. 若 N=0, 则 
(1) 获 证 . 设 地 0. 考虑 


W={T 是 RR 的 右 理想 |[T CN 且 TN #0}. 


由 于 NN=J*"m=.J"=N 了 0, 故 NeW. 这 样 W 不 空 , 因而 由 极 小 条 件 , W 中 
有 极 小 元 To. 
因为 TON 承 0, 故 有 be To, 使 bN 承 0. 但 bN 是 右 理想 且 含 于 N, 而 bN:N= 
bN 关 0, 故 bN e W. 再 由 bN C To 以 及 To 的 极 小 性 , 得 bN = Tb. 因而 有 ze N， 
使 br =b. 但 ze Nc J(R), 知 一 z 有 右 拟 逆 元 z'. 这 样 利用 以 前 常用 的 方法 , 便 
得 
0= (6b—bz)(1+z’) =b(1+(-z))(1+ 7) =b. 


这 与 b 之 选择 矛盾 . 故 J" = N = 0, 即 J(R) 是 血 零 的 . 

(2) 设 尺 是 Artin 环 . 由 于 J(R) 包含 一 切 守 零 元 理想 , 故 J(R) 包含 R 的 窜 
零 根 . 由 (1) 知 J(R) 本 身 是 罕 零 的 , 故 J(R) 等 于 RR 的 寡 零 根 ， | 

定理 7.4.1 的 (2) 说 明 , 一 般 环 的 J 根 是 Artin 环 罕 零 根 的 一 个 推广 . 

由 于 J(R) 包含 R 中 一 切 蜂 零 元 单 侧 理 想 , 这 样 作为 定理 7.4.1 的 推论 , 再 一 
次 得 到 Hopkin 的 下 述 结果 : 

推论 7.4.1 ”Artin 环 的 每 一 徊 零 元 单 侧 理想 是 备 零 的 . 

定理 7.4.2 ”RR 是 Artin 环 , 则 下 述 3 个 命题 是 等 价 的 : 

(1) R 是 本 原 环 ; 

(2) R 是 单 环 ; 

(3) RD。, 其 中 , D 是 除 环 D 上 的 全 矩阵 环 . 

证 (1)=(3). 由 稠密 定理 知 , 本 原 环 R 可 看 成 R' = Endp(M) 的 一 个 稠密 
子 环 , 其 中 ，M 是 除 环 D 上 的 左 向 量 空间 . 今 证 R 是 Artin 环 时 ，M 必 是 有 限 
维 的 ， 若 不 然 , 则 M 是 无 限 维 的 , 因而 M 中 有 可 数 无 限 多 个 D 线性 无 关 元 素 
{Zai 二 1,2,…}. 令 zi zk 支撑 的 子 空间 为 Mi, 而 


Te = (0: Mi) = {z € RIMiz =0}, k=1,2,... 


则 ZT 是 右 理想 且 Ti 2 Ts 2 …. 又 由 尺 是 稠密 环 , 故 必 有 ak € R, 使 ak ET, 而 
ak Te+1, 因而 有 
TDDIOLIOT, I 
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这 和 RR 是 Artin 环 相 矛盾 . 故 证 得 M 是 有 限 维 的 . 此 时 RC Endp(M) 兰 D，. 再 
由 RR 的 稠密 性 便 得 R= Endp(M) 兰 D，. 

(3) 全 (2). 这 是 易 证 的 . 

(2) 坟 (1). RR 是 单 环 , 则 R 的 寡 零 根 为 零 , 由 定理 7.4.1(2), R 的 大 根 亦 为 零 ， 
即 RR 是 J 半 单 的 . 这 样 R 有 本 原理 想 , 再 由 R 的 单 性 , 知 R 的 本 原理 想 只 能 是 0， 
故 RR 是 本 原 环 ， | 

在 上 面 (1)=>(2) 的 证 明 , 可 以 得 到 


R= R= Endp(M) c End(M). 


这 就 是 说 , 当 已 是 Artin 环 且 是 本 原 环 时 , 把 RR 看 成 End(M) 的 子 环 时 , R 有 双 中 
心 化 子 性 质 . 

定理 7.4.2 的 证 明 中 没有 利用 第 6 章 中 的 结果 , 因而 可 看 成 是 单 Artin 环 结构 
定理 的 另 一 个 证 明 . 

对 于 半 单 Artin 环 的 结构 定理 也 可 以 通过 ,7 半 单 环 的 结构 定理 推导 出 来 , 也 
就 是 说 , Artin 环 R 若 能 表 成 本 原 环 的 亚 直 和 , 则 可 推 得 环 R 必 是 有 限 个 单 Artin 
环 的 直 和 . 然而 不 在 这 里 讨论 而 把 它 留 给 读者 去 做 . 


7.5 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 


从 本 原 环 类 中 选择 一 个 子 类 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 , 作 进一步 的 讨论 . 
它 介 平 单 Artin 环 与 本 原 环 之 间 . 

首先 做 一 些 准备 , 即 介绍 一 下 对 偶 空间 的 概念 . 

定义 7.5.1 DD 是 除 环 , 已 是 D 上 左 向 量 空间 , 已 是 D 上 右 向 量 空间 ， 设 
(z,y) 是 定义 在 x 下 上 (其 中 , ze 已 而 ye F), 而 在 DD 中 取 值 的 双 线 性 函数 , 即 
有 


(aazl + 0272,Y) = oi(T1,Y) + a2(T2,), 
(z,Y Bi + yb2) = (7,Y1)B1 + (7, y2)PB2, 
Vai,B; ED, Vr,ri€E E, Vy,yeh, 
称 (z,y) 为 空间 EE,F 的 内 积 . 
说 内 积 (z,y) 是 非 退化 的 , 如 果 满 足下 面 两 个 条 件 : 
(1) (z, F) = 0, 则 必 zx = 0; 
(2) (E,y) = 0, 则 必 y = 0. 
车 空 间 EB,F 有 一 个 非 退 化 的 内 积 , 就 称 E, FF 是 对 偶 空间 , 或 是 的 对 偶 
空间 . 记 作 {EE, FD, (z,y)}. 
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定义 7.5.2 ”已 是 除 环 D 上 左 向 量 空间 . 了 :已 一 D 是 线性 函数 , 即 有 
jf(aazl +aoz2) = of (71) + a2f(72), van'aoz € D,z1,72 € EB, 


称 /为 也 空间 已 的 线性 泛 函 . 
命题 7.5.1 车 {ziie W} 是 除 环 D 上 空间 五 的 一 个 D- 基 , 任意 指定 D 
中 元 素 组 {ai,ie W}, 则 有 且 仅 有 的 一 个 线性 泛 函 f, 满足 f(z;) = ai;i e W. 
设 E* 为 D 上 左 空间 EE 的 一 切线 性 泛 函 组 成 的 集 . 规定 


(f+ fo)(z) = f(z) + fo(z), fi,fo,f €E", 


(fa)(z) = f(z):a, aeD,zreE, 
则 易 见 EB* 成 为 D 上 右 向 量 空间 . 再 规定 


(2,f)= f(z), rz EE,fepE", (7.5.1) 


则 易 见 (z, f) 是 E,E* 的 内 积 , 由 命题 7.5.2 知 (z, f) 是 非 退 化 的 . 故 EB,E* 是 对 
设 尸 是 瑟 的 任意 一 个 对 偶 空间 , 而 (z,y) 是 它们 的 非 退 化 内 积 . 对 任意 取 定 
的 ye FF, 规定 
万 :五 一 也 ， 
zo (1,Y), 
则 易 见 fe BE*, 而 
yp:F—oE, 
ym 
是 FF 到 E* 内 的 D 同 态 对 应 . 由 (z,y) 的 非 退 化 性 知 车 f, = 0, 即 有 (z,y) = 
0,Vz € E, 则 必 有 y = 0. 这 就 是 说 p 是 下 到 E* 的 一 个 子 空间 及 上 的 同 构 对 应 . 
再 注意 到 
(z,y) =(7,f,), vreE,yerF,f, eRh. 


因此 , 对 偶 空间 {E, FD, (z,y)} 与 对 偶 空间 { 忆 ,五 , D, (z, fy)} 由 下 面 定义 是 等 价 
的 : 


定义 7.5.3 ”说 对 偶 空间 { 书 , i, D, (z,y)1} 与 对 偶 空间 {2, 忆 ,D, (z,y)2} 是 
等 价 的 , 如 果 有 D- 同 构 对 应 p : Bi 一 有 防 沙 : 互 一 及 ,使 (zi 人 = (zpiy)ayze 
El,yenR. 

这 样 , 如 果 把 等 价 的 对 偶 空间 相应 地 等 同 起 来 , 上 面 的 讨论 说 明 五 的 任意 对 偶 
空间 都 可 以 看 成 是 B* 的 子 空间 . 
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当然 , B* 的 子 空间 并 不 都 是 已 的 对 偶 空间 . 易 见 , E, FC E* 关于 内 积 (7.5.1) 
是 对 偶 空间 当 且 仅 当 对 EE 中 任意 一 个 非 零 元 z, 都 有 属于 FF 中 的 一 个 线性 泛 函 f， 
使 f(z) 尖 0, 或 者 说 , 对 互 中 任意 两 个 不 同 元 素 zt zz, 都 有 下 中 的 线性 泛 函 f 能 
区 分 它们 : f(z1) 关 jzo). 
空间 . 

下 面 看 几 个 简单 例子 . 

例 7.5.1 车 已 是 除 环 D 上 mn 维 左 空间 ,n 是 自然 数 , 则 E* 是 D 上 mn 维 右 
空间 . 此 时 只 有 EB* 本 身 是 E 的 对 偶 空间 , 即 E* 的 稠密 子 空间 只 有 EE*. 

例 7.5.2 设 马 是 D 上 可 数 维 左 空间 , {zi,i = 1,2,…} 是 它 的 一 个 基 . 由 命 
题 7.5.1, 有 唯一 的 线性 泛 函 fi, 有 fi(zj) = 5;,j = 1,2,…. 易 见 {fi,i = 1,2,…} 
在 Ep* 中 生成 的 子 空间 F 是 B* 的 稠密 子 空间 . F 是 Bp* 的 真子 空间 , 如 线性 泛 函 
f: f(z)=1,7=1,2,… 不 在 F 中 . 

定义 7.5.4” 设 {E, 下 ,D,(z,y)} 是 对 偶 空间 . 设 子 集 5 C E,T C FF, 规定 

5+ = {ye Fl(S,y) = 0}， 

T+= {ze€ El(z,T)=0}. 
称 51+=(S+)+ C 思 为 忆 的 子 集 5 的 闭 集 . 如 果 3 = S++, 就 称 5 为 已 中 的 闭 
集 . 同样 令 T+ = (T+)+ C F, 并 称 之 为 T 的 闭 集 . 

定理 7.5.1 设 马 是 D 上 左 向 量 空间 , 而 B* 是 已 的 全 对 偶 空间 , FF 是 Ep* 
的 子 空间 , 则 F 是 B* 的 稠密 子 空间 <=> FLL = EE*. 

证 “=>”. 设 下 是 吾 * 的 稠密 子 空间 , 则 由 定义 知 , 只 有 当 zx = 0 时 , 才 有 
(z, 下 ) = 0, 故 Ft = {0}. 此 时 显然 有 Ftt+ = 0+ = EE*. 

“”. 车 有 FLL = E*, 则 由 (F+,E*) = 0, 知 FL = {0}, 而 这 就 是 说 , 仅 当 
z=0 时 才 有 (z, 下 ) = 0, 即 下 是 稠密 子 空 间 ， | 

定理 7.5.1 说 明 稠密 子 空间 的 几何 意义 . 

定义 7.5.5” 设 {E, 下 D,(z,y)} 为 对 偶 空间 . 取 


Te Homp(E,E), T*¢€Homp(F,F). 


车 有 (zT,y) = (z,y7"*),Vz e 已 ye 已 则 称 T,T* 为 共 思 线 性 变换 , 或 T* 是 了 的 
共 思 e 线 性 变换 . 
命题 7.5.2 ”在 定义 7.5.5 中 , 7 的 共 轿 线性 变换 , 车 存在 的 话 , 必 是 唯一 的 . 
证 设 ,T2 是 与 了 共 斩 的 , 则 有 


(zT,y) = (2,yT) = (7,yT), VreE,yerF, 
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(z,y(T1 —T))=0, vreE,yerF. 


由 内 积 的 非 退化 性 知 y(Ti 一 T2) = 0,Yy Ee F, 故 T=Ts.， | 
设 {E, FD, (z,y)} 是 对 偶 空间 , 令 


LF(E)= {Te Homp(E,E)IT 有 
共 轿 线性 变换 T* e Homp(F, 下 )}, 
5F(E)= {Te Lr(E)IT 是 有 限 秩 线性 变换 }. 


容易 看 到 ,SF(E) C LF(E) C Homp(E,E),Le(B) 是 环 Homp( 已 ,已 ) 的 子 环 而 
Sr(E) 是 LF(E) 的 理想 . 

下 面 开始 讨论 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 R 的 结构 . 先 证 

命题 7.5.3 车 已 是 右 ( 左 ) 本 原 环 而 A1, A2 是 R 的 非 零 理想 , 则 A142 #0. 

证 设 忆 是 右 本 原 环 , 而 M 是 RR 的 忠实 既 约 模 . 由 4i 尖 0, 必 有 0 夭 z E M， 
使 r4i 0, 故 z4i = M. 车 A142=0, 则 有 0=zA142= M42, 但 4z 关 0, 这 和 
M 的 忠实 性 矛盾 . 故 4:42 关 0， | 

定理 7.5.2 ” 设 RR 是 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 , 则 

(1) RR 有 极 小 右 理 想 且 其 每 一 极 小 右 理想 都 是 R- 忠实 既 约 模 . R 的 一 切 右 R- 
忠实 既 约 模 都 是 彼此 同 构 的 ; 

(2) R 有 极 小 左 理想 且 其 每 一 极 小 左 理想 都 是 左 R- 忠实 既 约 模 . R 的 一 切 左 
RR- 忠实 既 约 模 都 是 同 构 的 . 

证 ”由 于 本 原 环 没 有 非 零 单 侧 蜂 零 理 想 , 故 若 RR 有 极 小 单 侧 理想 ， 由 定理 
6.5.2, R 必 同 时 又 有 极 小 右 理想 又 有 极 小 左 理想 , 且 它们 具有 形状 Re, eR,e 是 军 等 
元 . 

RR 的 极 小 左 理想 Re 显然 是 R- 既 约 模 . 它 还 是 忠实 模 ， 因 为 若 0 a € 
RR,aRe = 0, 则 左 理想 Re 的 左 零 化 子 4; 是 非 零 理想 , 而 4; 的 右 零 化 子 42 也 是 
非 零 理想 且 41 4 = 0, 这 与 命题 7.5.3 是 矛盾 的 . 故 知 Re 是 左 R- 忠实 模 . 

设 M 是 左 R- 忠 实 既 约 模 . 由 于 Re 关 0, 必 有 ze M,Rez 关 0 因而 Rez = M. 
易 知 


yp: Re 一 M, 
是 左 R- 模 Re 和 M 间 的 同 构 对 应 . 这 样 便 得 (2). 

类 似 可 得 (0)， | 

有 例子 说 明 , 在 一 般 情况 下 右 本 原 环 不 一 定 是 左 本 原 环 (Bergman, 1964). 然 
而 由 定理 7.5.2 有 

推论 7.5.1 ” 设 中 是 有 极 小 单 侧 理想 的 环 , 则 R 是 右 本 原 环 当 且 仅 当 RR 是 左 
本 原 环 . 
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定义 7.5.6 设 尺 是 环 . 若 R 中 无 极 小 右 ( 左 ) 理想 , 则 规定 其 右 基层 ( 左 基 
层 ) 为 零 ; 若 R 中 有 极 小 右 ( 左 ) 理想 , 则 规定 R 的 一 切 极 小 右 ( 左 ) 理想 的 和 为 RR 
的 右 基层 ( 左 基层 ), 记 作 5S(5"). 

命题 7.5.4 ” 右 基层 S( 左 基层 5S") 是 R 的 理想 . 

证 ”对 RR 的 每 一 左 乘 L。 :zx 收 az,z€ R, 是 右 RR- 模 RR 的 自 同 态 , 因而 尽 的 
任 一 极 小 子 模 , 也 就 是 极 小 右 理想 T, 在 L。 下 的 象 aT 或 是 零 或 仍 是 极 小 右 理想 ， 
故 总 有 aT G 5. 故 aS Cc 5, 因而 5 是 R 的 理想 .| 

命题 7.5.5 ”车 环 R 没有 非 零 的 寡 零 单 侧 理想 , 则 R 的 右 基层 等 于 左 基层 ， 
S= 3/. 

证 ”由 定理 6.5.2, 车 R 中 有 极 小 左 理想 则 必 有 极 小 右 理想 , 反之 亦 然 . 故 若 
5,S' 中 有 一 为 零 , 另 一 个 也 必 是 零 , 因而 有 5 = 5’ = 0. 

仍 由 定理 6.5.2, R 中 极 小 左 理想 必 具 形状 Re,e 是 寡 等 元 , 而 eR 必 是 极 小 右 
理想 , 反之 亦 然 . 这 样 , ee eR c 5, 但 5 是 理想 , 故 Re SG 5 即 5' Cc 5. 对 称 地 可 
得 ScS'. 故 S=S'. | 

当 5 = 5' 时 , 称 之 为 环 R 的 基层 . 

定理 7.5.3” 设 R 是 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 , 则 

(1) RR 的 基层 8 是 R 的 最 小 理想 ; 

(2) S 本 身 是 一 个 单 环 . 

证 () 设 4 是 已 的 非 零 理 想 , 而 Re 是 RR 的 任意 极 小 左 理想 . 由 命题 7.5.3 
知 4e 关 0, 因而 4 门 Re 2 he 关 0, 由 Re 的 极 小 性 得 42 Re, 即 425'=5. 故 
3 是 尽 的 最 小 理想 . 

(2) 设 B 是 5 的 非 零 理想 , 车 SBS = 0, 则 有 


(BS)*= BSBS =0. 


但 本 原 环 RR 无非 零 突 零 理想 , 故 BS = 0. 车 B 关 0, 则 R 的 非 零 理想 5 有 非 零 
的 左 零 化 子 , 这 与 命题 7.5.3 是 矛盾 的 . 故 B = 0, 而 这 又 与 B 的 选择 矛盾 . 故 知 
5BS 关 0. 这 样 SBS 是 RR 的 非 零 理想 ,由 (1) 知 SBS 2 5, 即 有 B=5. 因此 环 8 
没有 真理 想 . 又 由 R 是 本 原 的 , 故 52 关 0. 这 样 就 得 5 是 单 环 ， | 

定理 7.5.4 ”RR 是 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 <=> RR 是 含有 有 限 秩 线性 变换 的 
稠密 环 . 

证 “=>”. 设 RR 是 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 . 由 稠密 定理 , 本 原 环 R 可 看 成 
是 某 一 除 环 D 上 左 向 量 空间 M 的 线性 变换 稠密 环 . 取 R 的 一 个 极 小 右 理 想 eR， 
其 中 , e 是 寡 等 线性 变换 . 今 证 e 是 秩 为 1 的 线性 变换 . 设 有 z,y < M, 而 ze,ye 
是 M 中 也 无关 元 素 . 由 R 的 稠密 性 , 必 有 a e R, 使 zea = 0 而 yea 关 0, 设 
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了 T= {be eR|zb = 0}, 则 右 理 想 T 关 0 且 TC eR, 由 eR 的 极 小 性 有 T= eR, 因而 
ze = 0. 这 与 ze 之 选择 矛盾 . 故 e 是 秩 为 1 的 线性 变换 . 

“和”. 设 RR 是 稠密 环 , 含有 有 限 秩 线性 变换 a. 取 有 限 维 子 空间 Ma 的 一 个 
DD 基 zi ……,zn 以 及 一 个 ye M, 有 ya = z1， 由 R 的 稠密 性 知 有 be RR, 使 
Tb 二 y,Zib=0,i 二 2,…,n. 令 e=ab, 这 样 Me 是 一 个 以 y 为 基 的 一 维 子 空间 且 
ye = y. 此 时 易 得 M 的 一 个 吃 基 9y,ya,a Ee W, 有 


ye=y,yae=0, aEW. 


由 之 得 e = e, 即 e 是 个 秩 为 1 的 军 等 线性 变换 . 
今 证 eR 是 极 小 右 理想 . 任 取 0 了 关 ca e eR, 则 有 


ylea) =z1 #0,ya(ea) =0, qeEW. 
再 由 RR 的 稠密 性 , 有 be R, 使 1b =y. 这 就 有 
(eab) =y,yaleab) =0, aeW, 


即 (ea)b = e, 即 证 得 右 理想 eR 的 极 小 性 ， | 

易 见 , 一 个 含有 有 限 秩 线性 变换 的 稠密 环 R, 它 的 基层 恰 是 由 R 中 一 切 有 限 秩 
线性 变换 组 成 . 

定理 7.5.5 ”RR 是 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 < 存在 有 对 偶 空 间 {6, FD， 
(z, 引 使 SF(B)E 尽 SEEP( 古 ). 

证 “<". {B,D,(z,y)} 是 对 偶 空间 . 任意 取 定 0 关 zoe E,0 交 yo EF. 令 


P= Pwro: EoE, p= pr :FP = Rh, 


T(r,yo)ro, ym yo(zo,Y), 


(zp,Y) = ((z,yo)zo,y) = (z, yo) (zo,Y), 
(z,yp°) = (2, yo(z0,Y)) = (zyo)(zo,Y) 
知 p,yp* 是 共 罗 且 是 秩 为 1 的 线性 变换 . 
这 样 对 任意 re E,y € F, pyz € SF(E). 
利用 这 一 点 来 证 明 EE 是 RR 的 既 约 模 . 任 取 0 关 ze 注意 到 ,FF 是 对 偶 空 
间 , 必 有 yo e F, 使 (z,yo) = 1. 这 样 对 任意 0 地 zo e 已 , 都 有 pyoso E Sp(B) CR 
使 


Tpyoro = (T, Yo)To = Z0- 
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这 就 是 说 已 中 任意 非 零 元 zx 生成 的 R- 子 模 必 等 于 整个 已 即 忆 是 R- 既 约 模 . 另 
一 方面 , 显然 是 其 线性 变换 环 R 的 忠实 模 , 故 R 是 本 原 环 . 

今 证 R 有 极 小 单 侧 理想 . 为 此 取 定 五 中 的 一 个 元 zo 天 0. 令 了 是 一 切线 性 变 
换 pyzo,y e F 组 成 的 集合 . 易 见 对 加 法 是 封闭 的 . 为 了 说 明 了 是 R 的 左 理想 , 任 
取 we RC Lp(E). 注意 到 Lr() 的 定义 知 p 是 有 共 罗 变 换 p*. 这 样 , 对 ze 已 


TPPpyro = (TH,Y)To = (Typ )To = Tpyszos 


其 中 , yi = yyp* € F. 这 就 是 RTC 7, 即 了 是 左 理想 . 
了 还 是 极 小 左 理想 . 这 是 因为 任 取 0 六 py。z。e T, 注意 到 ,FP 是 对 偶 空间 , 必 
有 zie ,使 (zi,y) = 1. 这 时 对 任意 ye F, 便 有 


Tpyr Pyoro = (TY)T1Ppyozo = (L,Y)T1, yo)zo 
=(z,y)(zl,yo)zo = (z,y)zo = Tpyro, Vr EE, 


这 也 就 是 pyr = pyzspyozo, 即 pyoz。 生 成 的 左 理想 必 等 于 1, 因而 7 是 极 小 左 理 
想 . 


“=>". 设 RR 是 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 . 由 定理 6.5.2, R 有 极 小 左 理想 Re, 极 
小 右 理 想 eR,e 是 宕 等 元 且 eRe 是 除 环 . eR 可 看 成 Re 上 的 左 空间 , Re 可 看 成 
eRe 上 的 右 空间 . 定义 eR x Re 到 eRe 的 一 个 函数 


(ez,ye) = ezye， Ver € eR,vye€ Re. (7.5.3) 


显然 (ez,ye) 是 eRe- 空 间 eR, Re 的 内 积 . 它 还 是 非 退 化 的 . 因为 若 (ez， Re) = 
0, 则 ezRe = 0, 由 之 有 (ezR)? = 0. 但 本 原 环 R 无 非 零 笑 零 单 侧 理想 , 故 ezR = 0. 
注意 命题 7.5.3 知 ez = 0. 类 似 地 可 得 , 车 (eR,ye) = 0 必 ye = 0, 即 内 积 (7.5.3) 是 
非 退 化 的 . 
这 样 , {eR, Re,eRe, (ez, ye)} 是 对 偶 空间 . 
对 任意 ae R, 令 
Va:eR— eR, yp: :Re— Re, 


ez + exa, ye + aye, 
易 见 wo; 9: 是 线性 变换 , 由 
(ezpa,ye) = (exa, ye) = eraye = (ex, aye) = (ez, yep’) 
知 pa 和 yp* 是 共 思 的 , 故 po e Lre(eR). 令 
0: R— Lre(eR), 


ar pa, 
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今 证 9 是 单 射 . 由 eR 是 RR 的 极 小 右 理想 以 及 eR.R 关 0 知 eR 是 RR- 既 约 
模 . 又 车 有 0 了 ze 民 使 eRz = 0, 则 右 理想 eR 的 右 零 化 子 不 为 零 , 此 与 命题 7.5.3 
相 违 . 故 eR 又 是 R- 忠实 模 , 即 eR 是 R- 忠实 既 约 模 . 又 车 pa = 0, 则 eRa = 0. 
由 eR 是 R- 忠实 既 约 模 知 a = 0. 这 就 证 明了 9 : a 一 pa 是 单 射 . 于 是 可 认为 
R= R' C Lae(eR). 

剩 下 来 要 证 的 是 Sne(eR) C R'. 由 R' 的 稠密 性 , 知 LRe(eR) 也 是 空间 ecR 上 
的 稠密 环 . 任 取 p e SRe(eR). 令 有 限 维 子 空间 eRy 的 一 个 基 是 ez1,… ,ezn, 则 此 
时 必 有  € LRe(eR), 使 (ezj)wi = 6ijezi, 这 样 便 有 


P= ph + + pn, 


而 pw e SRe(eR) 且 ww 是 秩 为 1 的 . 因此 欲 证 pe R', 只 需 证 明 eR 的 一 切 秩 为 
1 的 且 有 共 绒 者 的 线性 变换 y 都 在 尽 中 . 

设 ezo 是 eRy 的 基 , 而 w* 是 消 的 共 生 线 性 变换 . 取 yoe € Re, 使 (ezo,yoe) = 6， 
这 是 做 得 到 的 , 因为 eR, Re 是 对 偶 空间 令 ezw = g(ez)ezo, 其 中 , g(ez) 是 空间 
eR 的 线性 泛 函 , g(ez) e eRe, 则 有 


(ez, yoew”) = (ezw, yoe) = (glex)ero, yoe) = g(ez)e = g(ez). 
用 (7.5.2) 中 的 符号 , 取 pweiero, 其 中 , me = yoew”, 则 有 
expyeero = (ex, Me)ero = (ex, yoey")ezo = glez)ero, 
即 是 消 = puse,ezo- 
pmeero E R', 这 是 因为 


Erpyeero = (er, Ye)ero = eryiero = (ez)(Wiezo)， 


Peero = Pero E R. 


这 样 , 取 巨 = eR,F = Re,D = eRe, 即 得 定理 . 

我 们 知道 单 Artin 环 R 表 成 除 环 D 上 全 甜 阵 环 D,, 时 , 其 表示 法 是 唯一 的 ， 
即 车 玉兰 Dn 兰 D, D,D' 是 除 环 , 则 必 n = m 且 D  D'. 一 般 本 原 环 表 成 稠密 
环 时 没有 相应 的 唯一 性 定理 , 但 对 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 , 类 似 的 唯一 性 定理 是 
成 立 的 . 先 做 一 些 准备 . 


M 中 任意 2 个 线性 无 关 的 元 素 zl, z 以 及 任意 给 定 的 元 素 ,ye, 都 有 某 个 we 5， 
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使 rip = yisi = 1,2. 类 似 地 , 可 定义 重 传递 的 概念 . 易 见 稠密 环 R 对 任意 自然 
数 n, 都 是 n 重 传递 的 . 
除 环 D 中 元 素 d 去 左 乘 M 所 确定 的 加 群 M 的 自 同 态 记 作 Zu : z dz,z e 
M. 令 
Lp = {Lalde D}. 


易 见 Lp 是 End(M) 的 一 个 子 环 且 与 D 反 同 构 . 

命题 7.5.6 ” 设 M 是 除 环 D 上 左 向 量 空间 . 设 RC Endp(M) C End(M) 且 
尺 是 二 重 传递 环 , 则 RR 在 End(M) 内 的 中 心 化 子 恰 是 Lp. 

证 显然 , R 在 End(M) 内 的 中 心 化 子 是 包含 Lp 的 . 车 ce End(M) 且 有 
ac = ca,Va € R. 任 取 0 关 ue M, 则 wc 入 是 线性 相关 的 . 因为 不 然 , 由 RR 的 二 
重 传递 性 , 必 有 ae R, 使 ua = 0, (uc)a 关 0. 但 这 时 将 有 (wc)a = (wa)c = 0 c = 0. 
这 是 个 矛盾 . 故 有 de D, 使 ve = du. 再 由 RR 的 二 重 传递 性 得 M 中 任意 元 素 x 必 
可 表 成 zx= ub,be R. 故 


ze= (ub)c= (ue)b= (du)b= d(ub)=dr, vreM, 


即 c=LaeLp. | 

定义 7.5.7 称 除 环 Di 上 左 向 量 空间 Mi 到 除 环 D。 上 左 向 量 空间 Ms 的 一 
个 映射 ” 为 半 线 性 变换 , 如 果 

(1) ”是 加 群 Mi 到 加 群 wa 的 同 态 对 应 ; 

(2) 存在 一 个 Pi 到 D。 上 的 同 构 对 应 o, 有 


(dr)p = (do)(zp), vde D,ze M. 


如 果 需 要 明确 指出 o, 则 将 半 线 性 变换 p 记 作 (wp,o). 

车 (p,c) 是 Mi 到 M2 上 一 一 的 半 线 性 变换 , 则 易 见 (yp-1,o-!) 是 Mz 到 Mi 
上 一 一 的 半 线 性 变换 , 而 对 应 a 下 play 是 环 Endp, (Mi) 到 Endp,(M2) 上 的 同 
构 对 应 . 

定理 7.5.6( 唯 一 性 定理 ) ”R; 是 除 环 Di 上 左 向 量 空间 MX; 的 稠密 环 且 有 极 
小 单 侧 理想 , i = 1,2. 车 少 是 环 忆 到 Ra 上 的 一 个 同 构 对 应 , 则 必 存 在 Mi 到 Ma 
上 的 一 个 一 一 的 半 线 性 变换 y, 使 ay = p-laap,vyal e RR. 

证 ”把 同 构 的 环 Ri,R2 按 同 构 对 应 等 同 起 来 而 得 一 环 , 记 作 R. 这 时 Ri- 
模 M; 都 可 看 成 R- 模 Mi. 但 R, 由 假设 , 是 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 , 这 样 , 作为 
瑟 的 忠实 既 约 模 , 由 定理 7.5.2, R- 模 Mi 之 间 有 同 构 对 应 p. 把 yp 还 原 为 Ri- 模 
Mi 到 R2- 模 Mo 之 间 的 同 构 对 应 ( 仍 记 作 yp) 时 , 则 有 


(zial)p = (zi19)(a1y), Vri ee Mi,ai € Ri. 
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把 ai 看 成 Mi 的 自 同 态 , aiw 看 成 Ma 的 自 同 态 , 这 就 是 up = p(a1w), 亦 即 
NE (7.5.4) 


剩 下 来 要 证 的 是 p 还 是 Di 上 向 量 空间 Mi 之 间 的 半 线 性 变换 . 由 于 ” 是 加 
群 Mi 到 加 群 Ma 上 的 同 构 对 应 , 故 对 应 


0 : End(Mi)— End(M;), 


amyp lay 


是 环 End(Mi1) 到 End(M2) 上 的 同 构 对 应 , 而 (7.5.4) 刚好 说 明 在 同 构 对 应 9 下 ， 
End(Mi1) 的 子 环 Ri 映 到 End(M2) 的 子 环 Ra 上 去 .由 命题 7.5.6 知 ，R; 在 环 
End(Mi) 的 中 心 化 子 为 Lp,,i = 1,2, 且 同 构 对 应 是 保持 中 心 化 子 的 , 故 在 9 下 Lp， 
同 构 地 映 到 Lp, 上 . 对 应 0; :由 La,Vdi e Di,i=1,2 给 出 D; 到 Lp, 上 的 反 同 
构 对 应 . 这 样 , 对 应 


o:D]— D;, 
dSLatyp Lap= LaSd 


就 是 Di 到 D 上 的 同 构 对 应 . 由 


(dizi)p=ziLdup= T1991Lap = (719)La, 
= 心 (zip) = (dic)(zip)， 


即 得 (p,c) 是 D; 上 空间 Mi 到 D。 上 空间 M2 上 的 半 线 性 变换 ， | 

作为 定理 7.5.6 的 直接 推论 , 下 面 是 与 定理 7.5.4 相应 的 唯一 性 定理 . 

定理 7.5.7 ”车 把 有 极 小 单 侧 理想 的 本 原 环 RR 表 成 除 环 D; 上 左 向 量 空间 Mi 
上 的 稠密 环 Ri,i = 1,2, 则 在 向 量 空间 Mi, Ma 间 必 存在 一 个 一 一 的 半 线 性 变换 yp 
且 w-iRie=Ro. | 

为 了 得 出 与 定理 7.5.5 相应 的 唯一 性 定理 , 需要 下 面 的 命题 

命题 7.5.7” 设 及 是 除 环 D 上 左 向 量 空间 M 的 二 重 传递 线性 变换 环 , 则 RR 
是 D 上 空间 M 的 稠密 环 . 

证 显然 M 是 R 的 忠实 既 约 模 . 由 命题 7.5.6, 已 在 End(M) 的 中 心 化 子 是 
Lp. 这 等 于 说 , R- 模 M 的 中 心 化 子 C(M) 就 是 D. 这 样 由 定理 7.3.1 知 , RR 是 也 
上 空间 M 的 稠密 环 . | 

这 里 顺便 指出 , 若 R 是 D 上 空间 M 的 一 重 传 递 线性 变换 环 , 则 显然 R 是 
End(M) 的 一 个 既 约 子 环 . 但 由 于 在 End(M) 中 的 中 心 化 子 可 能 较 Lp 真正 大 ， 
因而 R- 模 M 的 中 心 化 子 较 D 为 大 , 故 R 不 一 定 是 D 上 空间 M 的 稠密 环 . 命题 
7.5.7 是 说 , 二 重 传递 环 才 必 是 D 上 空间 M 的 稠密 环 . 
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定理 7.5.8 。” 设 {Ei, i, Di,(z,y)i;} 是 对 偶 空间 , i = 1,2, 而 Sr,(Ei) C Ri Cc 
Lr(Bi),i = 1,2 且 Ri 宇 Rz, 则 空间 ,Ez 之 间 必 存在 一 个 一 一 的 半 线 性 变换 yp 
且 有 pw-:Raip = Rs. 

证 “在 定理 7.5.5 的 证 明 中 已 经 看 到 , 形 如 


Pyoro : Bi— Ei, 


TP (Z,yo)zo 


的 线性 变换 属于 Sr, (Ei) 中 . 由 之 易 见 Sr,(E;) 是 一 重 传递 环 . 为 了 证 明 它 还 是 二 
重 传递 的 , 只 需 证 明 对 E; 中 Pi 无 关 的 元 素 zi, za, 必 有 SF, (Ei) 中 某 个 元 素 y, 使 
zip = 0, 而 zap #0. 事实 上 , 若 这 一 点 得 到 了 证 明 , 则 对 于 E; 中 Pi 无 关 的 zl z? 
以 及 E; 中 的 任意 元 素 zi,z, 便 有 p 使 rip = 0,zap =z 关 0. 再 由 Sk,(Bi) 的 一 
重 传递 性 , 必 3y, 使 zy = z5. 于 是 令 pl = yy, 便 有 zipl = 0,zapl = zw. 同 理 ， 
有 wa 使 ripa = zi,z2p2 = 0. 于 是 zi(Pl 二 pa) = 4,z2(p1 十 Pp2) = 4. 故 Sr,(BE;) 
是 二 重 传递 环 . 由 E, F; 是 对 偶 空间 , 则 必 有 y e 五 , 使 (zi,y) = 0 而 (z2,y) 关 0. 
这 是 因为 , 如 果 对 任意 y e Fi, (z1,y) 和 (zx2,y) 同时 为 零 或 同时 不 为 零 . 这 时 必 可 
得 非 零 元 素 dd es Di,yo e Fi, 使 


(diz1,y) =1, (dazz,yo) =1. (7.5.5) 
由 于 对 任意 y e 及, 也 必 有 (diz1,y), (dzz2,y) 同时 为 零 或 同时 不 为 零 ， 因 而 , 注意 
到 (7.5.5), 必 有 
(diz1,9) = (dzT2, 9), 
这 样 就 有 
(dizl 一 dz2,y) =0, WenR, 


而 由 i, Fi 是 对 偶 空间 , 这 是 不 可 能 的 . 故 必 有 zh E 五 , 使 (zigi) = 0 而 (zw2,y1) 关 
0. 


取 p= wwmzo, 则 得 
Tipnzo = (T1,Y)To =0, ZT2pyzo = (T2,Y1)T0 #0, 


即 知 Sm (Bi) 是 二 重 传递 的 . 

因而 Ri 是 二 重 传递 的 . 由 命题 7.5.7, Ri 是 Di 上 空间 E; 的 稠密 环 . 再 由 定理 
7.5.6 即 得 本 定理 的 结论 | 

由 于 利用 Fi 可 定义 E; 的 闭 集 , 因而 E; 是 有 拓扑 结构 的 . 进一步 还 可 证 明 ， 
定理 7.5.8 中 的 Bl 到 E。 上 的 半 线 性 变换 还 是 拓扑 空间 EE 到 拓扑 空间 E。 上 的 
连续 变换 . 请 参见 文献 (Jacobson, 1964). 
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7.6 ”本 原 代数 与 代数 的 Jacobson 根 


前 几 节 中 关于 环 的 一 些 概念 , 如 本 原 环 、 环 的 J 根 等 , 也 都 可 以 对 域 上 任意 
代数 去 定义 . 第 1 章 已 定义 过 代数 4 的 代数 模 的 概念 以 及 代数 模 的 既 约 性 、 忠 实 
性 等 . 这 样 , 本 原 代数 就 是 有 忠实 既 约 代数 模 的 代数 ; 代数 4 的 本 原理 想 就 是 4 
的 既 约 代数 模 M 的 零 化 子 (0 : M); 代数 4 的 J 根 就 是 4 的 所 有 本 原理 想 之 交 
等 . 

本 节 的 主要 目的 是 说 明 : 代数 4 的 J 根 和 作为 环 的 4 的 J 根 是 相同 的 . 为 
了 把 4 当成 代数 看 待 还 是 当成 环 来 看 待 区 分 清楚 , 本 节 用 “4 的 代数 理想 ” 指 代数 
4 的 理想 , 用 “4 的 理想 ” 指环 4 的 理想 . 

命题 7.6.1 设 4 是 上 代数 , 则 4 的 正则 极 大 右 代数 理想 就 是 4 的 正则 
极 大 右 理 想 , 反之 亦 然 . 

证 设 7 是 4 的 正则 极 大 右 理想 . 显然 有 42 9 J 今 证 ] 也 是 4 的 代数 理想 . 
对 任 一 a € Fa 是 环 4 的 右 理想 . 若 a.J 4 J 则 由 J 的 极 大 性 , 有 a +J = 4， 
随 之 


42=(aJ+J)2 = (aN(aD) + (aDT+IaN) + 
cvJ(lazJ)+J(aJ)+J2cJ4SA 


这 与 上 矛盾 . 故 a.J C J,Va e F, 即 J 也 是 代数 理想 , 从 而 是 4 的 正则 极 大 右 代 
数理 想 . 

反之 , 车 J 是 4 的 正则 极 大 右 代 数理 想 , 则 J 是 4 的 一 个 正则 右 理想 且 异 
于 4. 由 命题 7.2.4, J 可 扩大 成 4 的 一 个 正则 极 大 右 理想 ,7 2 7. 但 上 面 刚 证 过 ， 
这 样 的 7 必 是 正则 极 大 右 代数 理想 , 故 J = 7, 即 J 也 是 环 4 的 正则 极 大 右 理 
想 ，| 

命题 7.6.2 设 4 是 已 上 代数 , 则 

(1) 代数 4 的 既 约 代数 模 M 必 是 环 4 的 既 约 模 ; 

(2) 环 4 的 既 约 模 M 都 有 且 仅 有 一 种 方式 作成 代数 4 的 既 约 代数 模 . 

证 (1) 为 了 证 明代 数 模 M 是 环 4 的 既 约 模 , 只 需 证 明 对 任意 0 关 z e M， 
有 z4 = M. z4 显然 是 代数 模 M 的 子 模 . 由 代数 模 M 的 既 约 性 , 或 者 zx4 = M， 
或 者 z4 = 0. 若是 后 者 , 则 z 所 生成 的 一 维 子 空间 N 必 是 代数 模 M 的 子 模 . 由 
M 的 既 约 性 知 M = N, 而 将 有 MA = NA = 0, 这 与 代数 模 M 的 既 约 性 是 矛盾 
的 . 故 只 能 有 z4 = M. 

(2) 设 M 是 环 4 的 既 约 模 . 为 了 把 M 定义 为 4 的 代数 模 , 需 把 M 弄 成 斑 
上 向 量 空间 . 为 此 任 取 一 0 六 we M. 由 M 的 既 约 性 有 M = v4. 这 样 , M 中 任意 


7.6 ”本 原 代数 与 代数 的 Jacobson 根 -161. 


元 素 必 可 写成 ua,a e 4, 欲 使 M 成 为 4 的 代数 模 只 能 规定 
a(ua) =u(aa), aEeFhaeAh. (7.6.1) 


为 了 说 明 它 确 给 出 F x M 到 M 的 一 个 运算 , 需 证 明 : 若 wb = 0,be 4, 则 必 也 有 
u(ab) =0. 设 J= {ze hluz =0}. 由 于 M 是 4 的 既 约 模 , 故 J 是 环 4 的 正则 极 
大 右 理想 , 因而 由 命题 7.6.1 知 J 也 是 4 的 代数 右 理想 . 显然 be J 随 之 ab € J 
即 有 wu(ab) = 0, 即 定 义 (7.6.1) 是 合理 的 . 直接 验证 可 知 环 4 的 模 M 关于 (7.6.1) 
确实 成 为 4 的 代数 模 , 此 时 M 当然 也 必 是 4 的 既 约 代数 模 . | 

定理 7.6.1 设 4 是 域 上 代数 , 则 

(1) B 是 本 原 代数 理想 当 且 仅 当 B 是 本 原理 想 ; 

(2) 代数 4 的 本 根 和 环 4 的 J 根 是 相同 的 . 

证 (1) B 是 4 的 本 原 代数 理想 当 且 仅 当 B 是 4 的 既 约 代数 模 M 的 零 化 子 
(0 : M). 但 由 命题 7.6.2, M 也 是 环 4 的 既 约 模 , 因而 B = (0 : M) 是 环 4 的 本 原 
理想 , 这 是 因为 M 作为 代数 模 看 待 , 其 零 化 子 和 把 M 作为 环 的 模 看 待 其 零 化 子 是 
完全 一 样 的 . 同样 可 证 反 过 来 的 情况 . 

(2) 代数 4 的 了 根 = 4 的 一 切 本 原 代数 理想 之 交 = 4 的 一 切 本 原理 想 之 交 = 
环 A4 的 本 根 . | 

这 样 , 关于 环 的 Jacobson 理论 便 可 直接 搬 到 代数 上 来 . 这 里 想 特别 指出 下 面 
这 一 点 . 设 4 是 尺 上 本 原 代数 , 则 4 是 本 原 环 . 由 稠密 定理 , 环 4 与 除 环 D 上 左 
向 量 空间 M 上 的 稠密 环 4' 是 同 构 的 , 其 中 , M 是 环 4 的 忠实 既 约 模 而 D 是 4- 
模 M 的 中 心 化 子 . 即 D 反 同 构 于 Enda(M). 由 命题 7.6.2, M 也 是 已 上 代数 4 
的 代数 模 , 因而 若 把 F 中 元 素 看 成 是 加 群 M 的 自 同 态 对 应 , 则 FC Enda(M). 再 
注意 到 是 交换 的 , 可 认定 除 环 D 包括 FF 而 是 下 上 的 代数 . 此 时 D 上 左 向 量 空 
间 M 上 的 稠密 环 4' 也 就 是 上 代数 , 并 与 已 上 代数 4 同 构 . 这 一 点 在 进一步 
讨论 本 原 代 数 时 是 很 有 用 的 . 

最 后 看 一 下 代数 的 了 根 的 特点 . 

定理 7.6.2 设 4 是 已 上 代数 , 则 4 的 J 了 根 N 中 的 元 素 或 是 宕 零 的 或 是 超 
越 的 ( 即 不 是 代数 的 ). 

证 设 be NN 且 b 是 代数 元 , 则 (6b) = B 是 有 限 子 代数 . 由 大 已 2 b+1B,k= 
1,2,… 知 必 有 正 整数 m, 使 i"-1B = bmB. 因而 有 bm € bm-1B = bmB. 故 有 
cEB 使 "m=bm(-c). 但 BCN, 故 c 有 拟 逆 元 c. 这 样 


0=b™ +b™ct+ (b™ +b"e)e 
=b™"+b™(ct+e +ed) = b", 


故 是 寡 零 元 | 
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本 章 的 主要 结果 包含 在 文献 (Jacobson, 1945a, 1945b, 1947) 中 . 在 学 习 本 章 时 
阅读 这 些 经 典 文章 是 非常 有 益 的 . 

由 于 Jacobson 根 在 结合 环 理论 中 的 成 功 , 很 自然 地 去 探讨 对 其 他 类 型 的 环 定 
义 相 应 的 Jacobson 根 的 可 能 性 . 这 类 的 文章 是 很 多 的 . 这 里 只 想 指出 : 对 交错 环 有 
很 完整 的 推广 . 对 Jordan 环 定义 了 Jacobson 根 , 然而 相应 的 半 单 环 的 结构 定理 至 
今 还 没有 得 到 . 关于 这 两 类 环 的 Jacobson 根 可 参见 文献 (Zhevlakov et al., 1978). 

重要 的 稠密 定理 有 进一步 的 推广 , 请 参见 文献 (Amitsur, 1971). 

与 完全 线性 变换 环 有 关 的 在 文献 ( 许 永 华 , 1979) 中 作 了 许多 讨论 . 


习 题 


7.1 整数 环 是 本 半 单 的 . 

7.2 有 单位 元 的 单 环 是 本 原 环 . 

7.3 非 零 环 R 叫做 素 环 , 如 果 RR 的 任意 两 个 非 零 理想 的 积 不 为 零 . 证明 有 极 小 右 理想 的 
素 环 是 本 原 环 . 

7.4 车 单 环 尽 是 J- 半 单 的 , 则 RR 有 极 大 右 理想 . 

7.5 车 单 环 R 有 极 大 右 理 想 J, 则 zRC J < ze 小. 

7.6 证 明 有 极 大 右 理想 的 单 环 是 J- 半 单 的 . 

7.7 设 尽 是 有 单位 元 的 环 , 4 是 RR 的 右 理想 , 证 明 下 面 两 个 条 件 等 价 : 

(i) 对 每 个 右 理想 B, 由 4 十 媚 = 尽 推出 也 = R; 

(ii) 尽 的 大 根 包含 4. 

7.8 证 明 : R 是 本 原 环 > 有 RR 的 极 大 右 理想 M, 使 (M : R) = {r € RIRr C M} =0. 

7.9 设 M 是 有 单位 元 的 环 R 的 极 大 右 理想 , se R\M, 证 明 (M : s) = {r € Rlsr € M} 
也 是 R 的 极 大 右 理想 , R/(M : s) 兰 R/M 是 模 同 构 , 并 且 (M : R) = {r € RIRr C M} 等 于 
所 有 (M : s) 的 交 , s 遍历 R\M 的 元 素 . 

7.10 车 RR 是 本 原 环 , e 是 赛 等 元 , 则 eRe 也 是 本 原 环 . 

7.11 车 R 是 本 原 环 , 则 RR 的 非 零 理想 也 是 本 原 环 . 

7.12 ”一 个 含有 有 限 秩 线性 变换 的 稠密 环 RR, 它 的 基层 恰 是 由 RR 中 一 切 有 限 秩 变 换 组 成 . 
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本 章 讨论 有 关 无 限 代数 的 一 些 问 题 . 在 8.1 节 中 把 第 3 章 中 关于 有 限 中 心 单 代 
数 的 结果 推广 到 无 限 中 心 单 代 数 上 去 . 在 8.2 节 和 8.3 节 中 讨论 有 多 项 式 恒等式 的 
代数 , 并 证 明 在 这 一 领域 中 最 基本 最 重要 的 Kaplansky 定理 . 在 8.3 节 和 8.4 节 中 
对 有 多 项 式 恒等式 的 代数 解决 Kypom 问 题 . 同时 也 看 到 Kaplansky 定理 的 一 个 应 
用 . 在 8.5 节 中 介绍 关于 Burnside 问题 和 Kypomr (Kurosh) 问题 的 Ponon (Golod) 
反例 . 在 8.6 节 中 刻画 一 类 很 特殊 的 无 限 代 数 一 一 Hamilton 代数 . 


8.1 无 限 中心 单 代数 


首先 说 明 一 切 单 环 都 可 以 看 成 中 心 单 代数 . 
设 4 是 任意 环 . 令 End(4+) 表示 加 群 4 的 自 同 态 环 . 任 取 ae A, 和 以 前 一 
样 , 令 
Roa: A— 4， 
rh Ta = TRo, 
Lo: A— A, 
Zz ar = ZLa, 
则 Rs, La 都 属于 End(4+). 称 集 {Ro, Lo,a € 4} 在 环 End(4+) 中 生成 的 子 环 妃 
为 环 4 的 包 络 环 . 
由 于 4 是 结合 环 , 易 见 EE 中 元 素 都 可 写成 


La+ Ro+ DLeRa,. 


4 可 看 是 右 EB- 模 . 易 得 

命题 8.1.1 A4 是 单 环 今 4 是 既 约 已 模 . 

定义 8.1.1 环 4 的 包 络 环 在 End(4+) 中 的 中 心 化 子 C 叫做 环 4 的 
形 心 . 

易 见 , 若 pe C, 则 有 (zy)p = (zp)y = z(yp). 

设 4 是 有 单位 元 1 的 环 , 则 4 的 形 心 C 中 任意 元 素 p, 有 


zp = (rz:Dp= zllp) = za = zhR,, 
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zp=(1:2)p= (19)z =ar = zu 
这 样 p= Re 而 a 属于 4 的 中 心 C' 且 对 应 
0:C 一 C， 
ar Ra 
是 C' 到 C 上 的 同 构 对 应 . 利用 这 个 同 构 对 应 将 它们 等 同 起 来 , 便 得 
命题 8.1.2 ”有 单位 元 1 的 环 4 的 形 心 与 环 4 的 中 心 是 一 致 的 . 
命题 8.1.3 A 是 环 . 
(有 ) 车 42= 4, 则 4 的 形 心 C 是 交换 的 ; 
(2) 车 4 没有 绝对 零 因子 , 则 其 形 心 C 是 交换 的 . 
证 ”对 任意 z,ye 4,s,teC, 由 


(zy)(st) = ((zg)sjt = (zys)t = zt ys, 


(zy)(ts) = ((zy)t)s = (zt y)s = zt ys 


蕉 


(zy)(st) = (zy) (ts). (8.1.1) 
(1) 车 42= 4, 由 (8.1.1) 即 得 对 任意 ae A 都 有 a(st) = alts), 即 st = ts, 故 
C 是 交换 的 . 
(2) 对 任意 z,y e 4, 注意 到 (1), 便 有 
zy(st—ts) = (zy)(st — ts) = 0， 
y(st —ts) :z= (yz)(st— ts) = 0， 
故 y(st 一 ts) 是 4 的 绝对 零 因子 . 由 假设 , 它 应 为 零 , 即 A(st 一 ts) = 0, 故 st 一 ts 二 0， 
即 C 是 交换 的 . | 
定理 8.1.1 单 环 4 的 形 心 C 是 域 . 
证 ”由 命题 8.1.1 知 4 是 E- 既 约 模 . 但 C 是 E- 既 约 模 4 的 自 同 态 环 , 由 
Schur 引 理 知 C 为 除 环 . 由 命题 8.1.3 知 C 还 是 交换 的 , 故 C 是 域 ， | 
这 样 , 任意 单 环 都 可 看 成 是 域 上 的 代数 , 如 看 成 其 形 心 C 或 C 的 子 域 上 的 代 
数 . 因此 单 环 都 是 单 代数 . 
另 一 方面 还 知道 , 单 代数 4 也 是 单 环 , 这 是 因为 , 若 B 关 0 是 环 4 的 理想 , 则 
已 所 支撑 的 空间 了 便 是 代数 4 的 代数 理想 . 由 代数 4 的 单 性 , 就 有 4 = 世 .的 元 
素 必 具 形状 Dj aiai, a &€ ai € B, 则 对 任意 ze 4, 有 


(Da) 如 三 > ailaiz) [ 潮 : 清 
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故 IA4CB. 但 I4=A4=4. 故 A=B. 即 A4 是 单 环 . 

这 样 单 代数 和 单 环 就 是 完全 相同 的 了 . 

定义 8.1.2 ” 设 4 是 域 F 上 单 代数 . 若 作为 环 , 4 的 形 心 恰 是 下, 就 称 4 为 
五 上 中 心 单 代数 . 这 也 就 是 说 , 把 单 环 4 看 成 其 形 心 C 上 的 代数 时 , 称 之 为 C 上 
中 心 单 代数 . 
中 心 单 代数 显然 是 有 限 中 心 单 代数 的 一 个 推广 , 即 是 说 , F 上 有 限 中 心 单 代数 
是 定义 8.1.2 意义 下 的 FF 上 中 心 单 代数 . 

定义 8.1.3 4 是 环 , 则 p' = {DLs,Ry,ziyi e 4} 是 4 的 包 络 环 已 的 一 
个 子 环 . 称 BE' 为 4 的 简 包 络 环 . 

易 见 , 当 4 有 单位 元 时 , E = EE. 

下 面 定理 说 明 , 当 4 是 单 环 时 , 虽然 不 一 定 有 已 = 忌 , 但 丸 和 已 对 4 有 相 
同 的 效应 . 

定理 8.1.2 ”4 是 单 环 , E' 是 4 的 简 包 络 环 , 则 

(1) 4 是 Er'- 既 约 模 ; 

(2) 如 在 End(4+) 中 的 中 心 化 子 C' 等 于 4 的 形 心 C. 

证 (1) 由 于 对 任意 0 二 ae 4 都 有 4a4 = 4, 故 得 4 是 B'- 既 约 模 . 

(2) 设 peC', 则 有 LR。 = :LoRo,Va,be A, 即 对 任意 ze 4, 有 


(bra)p = b(zp)a. (8.1.2) 
利用 (8.1.2) 就 有 
bl(zai)plaz = (bzalaz)p = b(z9)a102, 
即 
b:[((zai)y)az — (zp)a102] = 0. (8.1.3) 
由 4 是 单 环 , 故 4 无 绝对 零 因子 , 故 由 (8.1.3) 得 


[(zai)plaz = [(zp)aa]a2. (8.1.4) 
对 (8.1.4) 作 同样 的 讨论 便 得 (za)p = (zpjai,val e 4, 即 
Ra:p=9:Ra, vac4. (8.1.5) 


类 似 地 , 可 得 
La:p=%:La, VaeAh. (8.1.6) 


由 (8.1.5), (8.1.6) 即 得 pe C, 故 C' CC. 另 一 方面 , 显然 CcC', 故 C=C'， | 
作为 定理 8.1.2 及 稠密 定理 的 推论 , 有 
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命题 8.1.4 设 4 是 域 上 中 心 单 代数 , 则 4 的 简 包 络 环 E' 是 域 民 上 向 量 
空间 4 上 的 一 个 稠密 环 . 

和 有 限 代数 情况 一 样 , 刻画 单 代数 需要 张 量 积 的 概念 . 与 1.3 节 类 似 地 可 定义 
无 限 代数 间 的 张 量 积 . 

定义 8.1.4( 外 张 量 积 ) ”4, B 是 域 上 的 代数 . A 以 Tui}j, 巨 以 {oi} 为 已 
基 . 规定 4@ 是 以 形式 元 素 wi @ vj,Vi,j 为 基 的 下 上 向 量 空间 . 规定 其 乘法 表 如 


Wi OV Uk DU = Uk DVIUL, 


其 中 , 等 号 右 侧 应 作 如 下 理解 : 将 4 中 元 素 wiws 表 成 F- 基 {ui} 的 线性 和 , 将 B 
中 元 素 ww: 表 成 F- 基 {vj} 的 线性 和 , 然后 形式 地 按 分 配 律 拆 开 便 成 48 B 的 F- 
基 {wi @ vj} 的 线性 和 . 

定义 8.1.5( 内 张 量 积 ) ”DD 是 上 代数 , 而 4, B,C 是 其 子 代数 , 若 

(1) ab = ba, Va € A,be B; 

(2) C= 4B; 

(3) 车 {wi,ieE 7 了), {vj,j€ ) 顺序 为 4 和 B 的 下- 基 , 则 {wivj,ie 了 je} 是 
C 的 一 个 F- 基 , 

则 称 C 为 代数 A, B 的 内 张 量 积 . 

与 有 限 代数 情况 类 似 , 可 证 外 张 量 积 A@ B 与 4,B 的 F- 基 的 选择 无 关 . 代数 
4,B 的 每 一 内 张 量 积 都 可 看 成 代数 4, B 的 外 张 量 积 . 反之 , 每 一 外 张 量 积 也 可 以 
解释 成 为 内 张 量 积 (见习 题 8.1 ~ 习题 8.3). 今后 它们 都 将 被 记 作 4 Qr B, 或 简 记 
作 4@B. 由 于 4,B 不 一 定 有 单位 元 , 故 A®@B 不 一 定 包含 4 或 B. 

定理 8.1.3 ”A,B 是 域 上 代数 , 4 是 中 心 单 代数 而 B 是 单 代数 , 则 4@B 
是 单 代数 . 

证 设 I 是 4A®@8B 的 非 零 理想 . 今 证 必 有 了 = 4@B. 分 3 种 情况 来 讨论 . 
(1) I 包含 Abo,0 关 bo e B. 任 取 ae 4,be B, 则 有 


Aa:bob= Abo-ab CITI-ab Cl. 
由 于 42 = 4, 故 
A-bob= AA:bob cl. (8.1.7) 
同 理 ， 
A:bbo CI. (8.1.8) 


由 B 的 单 性 , bo 在 B 中 生成 的 理想 就 是 B, 由 (8.1.7), (8.1.8) 便 有 4B C 7, 即 
A®@B= AB=I. 
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(2) I 含有 ab,0 了 ae 4,0 了 be B. 由 BbB 关 0, 故 有 h,bo& B 使 bibbs 了 0. 
对 任何 a1,a2 e 4, 有 


(a1aa2)(b1bb2) = (a1b1)(ab)(a2b2) E I. 
但 4a4 = 4, 故 有 A(b1bbs) E 工 因而 归结 到 (1). 
(3) 一 般 情 况 . 任 取 0 六 > aib; e 工 可 认定 ai,i = 1,…,m 是 FF 无 关 的 , 而 


bi #0,Vi. 取 4 的 简 包 络 环 已 由 命题 8.1.4, 由 于 4 是 忆 上 中 心 单 代数 , 故 B' 是 
上 向 量 空间 4 的 稠密 环 . 因而 对 于 4 中 无 关 元 素 a1,…,am 必 有 we ,使 


ayp#0, ap = =amyp=0. 
由 E' 之 定义 知 其 中 元 素 p 必 可 写成 
p= DD Va, Ras, a ,a E 4. 
7 


另 一 方面 , 由 B 的 单 性 知 有 bb15" 去 0,b',bE B. 考虑 了 中 元 素 


> (oo GE 中] (ogp0)=》 (ap) : (bbib") 
了 


7 i 
=ap: (bb1b") #0. 

这 样 就 归结 为 情形 (2)、， | 

定理 8.1.4 CO 是 已 上 代数 , 4,B 是 其 子 代数 , 4 是 上 中 心 单 代数 , 而 B 
是 单 代数 且 A, B 的 元 素 间 乘 法 可 换 , 则 或 者 4B = 0 或 者 4B 兰 4@ 了. 

证 借助 4, 忆 的 已 基 {fuaj,{fwh}, 很 容易 建立 外 张 量 积 A@ B 到 代数 C 的 
子 代数 AB 上 的 一 个 同 态 对 应 . 但 由 定理 8.1.3, A @ B 是 单 代数 , 故 得 定理 的 结 
论 ， | 

和 过 去 一 样 , 用 4-1 表示 与 4 反 同 构 的 代数 . 下 面 定理 是 定理 3.1.3 的 推广 . 

定理 8.1.5 4 是 已 上 中 心 单 代数 , 则 4@r 4-! 是 已 上 向 量 空间 ( 即 是 4) 
的 稠密 环 . 

证 设 C=Endr(4+) 是 已 上 向 量 空间 4 的 一 切线 性 变换 作成 的 已 上 代 
数 , 则 4R( 即 一 切 Ra,a e 4 的 全 体 构成 的 环 ), 4z( 即 一 切 Zu,a e 4 的 全 体 构 成 的 
环 ) 是 C 的 子 代 数 . 由 于 4 是 单 的 , 因而 没有 绝对 零 因子 , 故 有 


ASAr, A!eAr. 


由 4 的 乘法 结合 律 知 Ar, Az 的 元 素 是 乘法 可 换 的 . 易 见 4n4z 关 0, 故 由 定理 
8.1.4 知 4p4r 兰 4@4-1. 
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另 一 方面 , 4n4z 恰 是 单 环 4 的 简 包 络 环 B'. 由 4 是 上 中 心 单 代数 以 及 
命题 8.1.4 知 , ARAL 是 F 上 向 量 空 间 4 的 稠密 环 . 这 样 便 得 定理 . | 

当 4 是 已 上 有 限 中 心 代数 , 由 定理 8.1.5 便 得 4@ 4-1 = ,其 中 ,n 是 FF 上 
向 量 空间 4 的 维 数 . 这 样 可 以 看 到 F 上 向 量 空间 的 稠密 环 在 无 限 代数 中 所 处 的 地 
位 类 似 全 矩阵 代数 在 有 限 代 数 中 所 处 的 地 位 . 

下 面 来 考察 中 心 可 除 代数 D. 在 这 些 讨论 中 , D 的 极 大 子 域 将 起 重要 作用 . 

对 于 任意 环 (或 代数 )4. 易 见 由 交换 子 环 组 成 的 升 链 , 其 并 集 仍 为 交换 子 环 . 故 
由 Zorn 引 理 , 环 4 包含 有 极 大 交换 子 环 . 显然 4 的 任 一 极 大 交换 子 环 都 包含 A 
的 中 心 . 当 4 是 可 除 代数 时 , 4 的 极 大 交换 子 代数 必 是 子 域 , 这 是 因为 车 4 的 交换 
子 代数 B 含有 5b 关 0, 则 (B,5-1) 也 是 交换 子 代数 . 

定理 8.1.6” 设 刀 是 已 上 中 心 可 除 代数 , KK 是 它 的 一 个 极 大 子 域 , 则 K@rp D 
是 K 上 向 量 空间 ( 即 是 把 D 看 成 其 子 域 K 上 的 左 空间 ) 的 线性 变换 稠密 环 . 

证 设 C=Endr(D+). 易 见 Da,Kz 都 是 C 的 子 代 数 . 

由 于 DR 关 D, 故 DR 是 玉 上 中 心 单 代数 , Ki 兰 天 -1 兰 玖 是 已 上 单 代数 且 
它们 的 元 素 是 乘法 可 换 的 . 故 由 定理 8.1.4 知 KL.Dr 衬 KK @D. 

今 把 D 看 成 是 右 KzDRA- 模 . 由 于 把 D 作为 Dr- 模 看 待 , 它 已 是 既 约 的 以 及 
Dr C5 KLDa, 故 刀 更 是 KLDa- 既 约 模 , 当然 也 是 忠实 模 . 由 稠密 定理 , KzDR 是 
P 上 左 向 量 空 间 D 上 的 稠密 环 , 其 中 , P 反 同 构 于 Endk, pn(D+). 显然 


KL G Endkrpn(D+). (8.1.9) 


任 取 p e Endkipn(D), 则 显然 也 有 wp e Endpx(D)， 由 于 D 有 单位 元 1, 设 
1p=deD, 则 


zp=(1:7)p = (1p)r= dr=zLa, Vzr€D. 


故 p= La. 又 由 ”9 = La 和 每 一 Cu,y e 天 是 乘法 可 换 的 , 即 有 LaLy = LyLua, 则 把 
它们 作用 于 D 的 单位 元 1 上 , 便 得 


yd=1Laly=1LyLa=dy, Wek. 


由 天 是 D 中 极 大 子 域 得 de K, 即 p = Ls e Kr， 再 注意 到 (8.1.9), 便 得 
Endkipra(D+) = KL. 但 Ki KK 是 交换 的 , 故 已 兰 天 , 即 得 天 @DeRKrDR 是 
K 上 向 量 空间 D 的 稠密 环 .| 

推论 8.1.1 设 刀 是 已 上 有 限 中心 可 除 代数 , 而 天 是 D 的 极 大 子 域 , 则 
D@K eK. 

下 面 来 考察 FR 上 中 心 可 除 代数 D 的 维 数 与 其 最 大 子 域 K 在 上 的 维 数 之 
间 的 关系 . 先 证 
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引 理 8.1.1 设 刀 是 已 上 可 除 代数 , 4 是 上 有 限 代数 且 有 单位 元 , 则 A@DD 
对 右 理想 有 极 小 条 件 . 

证 ”这 就 是 要 证 右 4@ D- 模 4@ 对 子 模 有 极 小 条 件 . 先 把 4 @ D 看 成 右 
D 向 量 空间 , 此 时 由 于 4@ 包含 4, 故 有 限 代 数 4 的 F- 基 a1,…,an 也 是 右 DD 
向 量 空间 4@D 的 D- 基 , 因而 对 4@D 的 D- 子 模 有 极 小 条 件 . 但 4 有 单位 元 , 从 
而 4@D 也 包含 D, 故 4@D 的 4@D- 子 模 显 然 也 是 D- 子 模 , 这 样 引 理 得 证 . | 

定理 8.1.7 ” 设 刀 是 下 上 中 心 可 除 代 数 , K 是 它 的 一 个 极 大 子 域 , 则 有 

(车 (D:F)=o%, 则 (K:F)=o; 

(2) 车 (D :FF) 是 有 限 的 , 则 (D:F)=n? 且 (K:F)=n. 

证 设 ( 开 :=m 则 由 引 理 8.11 K@D 是 Artin 环 . 再 由 定理 8.1.6, KQ@DPD 
是 K 上 向 量 空间 D 的 稠密 环 . 这 样 K 上 向 量 空间 D 必 是 有 限 维 的 . 

设 (D:K)=s, 则 D@K 是 KK 上 全 sxs 和 矩阵 环 , 因而 (D:F)=(D@K: 
KK) = s?. 而 另 一 方面 , (D : F) = (D : K)(K : F) = sn, 故 得 n = s. 这 样 就 得 (1) 
和 (2).， | 
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为 了 以 后 讨论 方便 , 首先 引入 至 上 代数 ( 简 记 为 5- 代数) 的 概念 , 其 中 , 5 是 

有 单位 元 的 交换 环 . 如 果 4 是 一 个 左 5- 模 且 4 中 定义 有 乘法 , 满足 下 列 诸 条件 : 
lae=wl 是 五 的 单位 元 ，vae 4， 
at(ab) = (aa)b =a(ab), Yae $,a,be A, 

则 称 4 为 5 上 代数 . 易 见 域 F 上 代数 是 5- 代数 的 一 个 特殊 情况 . 另 一 方面 , 一 
个 环 4 可 以 很 自然 地 看 成 整数 环 2 上 的 代数 , 因而 环 也 是 5- 代数 的 一 种 特殊 情 
况 . 这 样 5- 代 数 既 包括 域 上 代数 也 包括 一 般 的 环 . 

易 见 对 $- 代数 可 类 似 地 定义 同 态 、 子 代数 等 概念 , 而 相应 的 同 态 定理 都 是 成 
立 的 . 

在 本 节 中 五 指 有 单位 元 的 交换 环 , 而 字母 FF 则 永远 表示 域 . 

为 了 定义 有 多 项 式 恒等式 的 $- 代数 , 亦 即 PI- 代 数 , 需要 $B 上 自由 代数 的 概 
念 . 考察 用 字母 z1,z2,… 作成 的 一 切 形式 元 


zazpa…Zimn， Tij 是 任意 自然 数 . (8.2.1) 


任意 取 一 有 单位 元 的 交换 环 $, 用 这 些 形式 元 作 基 可 得 & 上 的 一 个 自由 模 , 记 作 
FB[z1,z2，…]]. 在 此 自由 模 中 关于 基 (8.2.1) 规定 如 下 的 乘法 表 : 


(ea ah (Ph) = a 
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这 样 , 利用 关于 基 (8.2.1) 的 乘法 表 可 定义 5[z1,z2,…-] 中 的 一 个 关于 加 法 分 配 的 


5[zi,…,zn] 中 元 素 f 常 记 作 f(z1,… ,zn). 

规定 单项 式 (8.2.1) 的 次 数 为 m, 即 它 所 含 因子 z 的 个 数 , 而 非 零 多 项 式 f 的 
次 数 规定 为 其 标准 式 ( 即 表 为 基 元 (8.2.1) 的 线性 和 的 唯一 表达 式 ) 中 系数 非 零 的 
单项 式 之 次 数 中 的 最 大 者 . 为 了 方便 规定 零 元 的 次 数 是 -oo. 用 degf 表示 多 项 式 
下 的 次 数 , 易 见 


deg(f +h) < max(degf, degh), (8.2.2) 


其 中 , 记号 max 表示 取 最 大 者 . 
一 个 多 项 式 , 若 其 标准 式 中 每 一 单项 式 的 次 数 皆 相等 , 叫做 齐 次 多 项 式 . 
规定 单项 式 (8.2.1) 关于 zi 的 次 数 为 ri 在 其 中 出 现 的 次 数 . 相应 地 可 定义 多 
项 式 关 于 zi 的 次 数 . 称 多 项 式 f(z1,… ,zn) 为 多 重 线性 的 , 如 果 f 关于 每 一 zi 的 
次 数 最 大 是 1. 
称 f(z1,…,zn) 为 么 多 项 式 , 如 果 其 中 次 数 最 高 的 单项 式 中 有 系数 为 1. 
定义 8.2.1 设 4 是 -代数 ,说 4 满足 一 个 m 次 多 项 式 f(z1,…,zn), 如果 


Ja ,an)=0，vaie4. (8.2.3) 


当 -代数 4 满足 一 个 么 多 项 式 时 , 称 之 为 具有 多 项 式 恒等式 的 代数 , 记 作 PI- 
代数 . 

(8.2.3) 常 简 记 作 f(A) = 0. 

这 样 对 域 F 上 代数 4 来 说 , 只 要 4 满足 一 个 非 零 多 项 式 , 则 它 必 也 满足 一 个 
么 多 项 式 , 因而 是 PI- 代 数 . 

交换 代数 可 看 成 PI- 代数 的 第 一 个 例子 , 因为 它 满足 多 项 式 恒等式 zy - yx. 

命题 8.2.1 设 代数 4 满足 一 d 次 么 多 项 式 f(z1,…,zs), 则 B- 代 数 4 
必 满 足 一 个 齐 次 多 重 线性 么 多 项 式 , 其 次 数 < d. 

证 若 f(z1,…,zn) 非 多 重 线性 , 如 了 关于 zi 的 次 数 大 于 1, 则 考虑 多 项 式 


gz es Ens Tnt1)= zl 二 Tn+H yzn) 
一 za,zn) 一 了 (rnHD Zn) 


此 时 易 见 , 9 是 非 零 多 项 式 , deg g < d 且 9 关于 zi 的 次 数 较 f 的 为 小 . 显然 代数 
4 是 满足 多 项 式 9 的 . 这 样 继续 做 下 去 , 便 得 4 满足 一 个 非 零 的 多 重 线性 多 项 式 
hh(z1,… ,zm), 其 次 数 < d. 
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例如 , 车 hh 中 有 单项 式 含 z1, 也 有 单项 式 不 含 rz, 则 Atzi…,zm) = ha(z1,…， 
Zm) 十 hz(z2,… ,zm), 其 中 , 各 中 每 一 单项 式 都 含 zi 而 j 中 每 个 单项 式 都 不 含 
zl1. 由 
0=h(0,a2,. ,am) = hi(0, a2,. ,am)+ja(az am) 


=hz(a2,.… ,am), Vai€ A, 


有 hz(z2,… ,zm), 因而 h(z1,z2,…,zm) 都 是 4 所 满足 的 非 零 多 项 式 . 这 样 继续 
做 下 去 便 得 多 重 线性 多 项 式 h(z1,…,z,,) 的 每 一 个 齐 次 部 分 都 是 代数 4 的 多 项 式 
恒等式 . 注意 到 h(z1,…,zm) 的 最 高 次 项 中 和 一样 也 有 系数 为 1 者 , 故 4 必 满 
足 一 非 零 的 齐 次 多 重 线性 多 项 式 


Py ya) = DD ooyo) oo， (8.2.4) 
l1#0€Sa4 
其 中 , Su 是 1,…,d 的 置换 群 而 av e 5. | 
命题 8.2.2” 若 已 上 代数 4 满足 一 个 齐 次 多 重 线性 恒等式 p, 则 对 的 任意 
扩 域 K, A @ KK 也 满足 p. 
证 由 于 p 具有 形状 (8.2.4), 而 4,K 的 元 素 间 乘 法 可 换 , 便 有 


Plaibis***, arbk) = bebep(al, ak) =0, Vai € A,bi eK, 


由 之 可 进一步 得 p(4@K)=0. | 
定义 8.2.2” 称 自由 代数 Flz1,… ,zn] 中 的 多 项 式 


区 az] = DD (一 DrzoD Zon), (8.2.5) 
ESn 

其 中 , 当 ce 是 偶 ( 奇 ) 置换 时 , (-1)” 是 1(--1), 为 标准 多 项 式 . 

说 代数 4 满足 标准 恒等式 , 若 对 某 个 自然 数 n, 4 满足 (8.2.5). 

当 n=2 时 , [z1,22] = z1z2 - zazl, 故 满足 标准 恒等式 的 代数 可 看 成 是 交换 代 
数 的 一 个 自然 推广 . 

与 链条 件 或 局 部 条 件 相 平行 的 , 满足 多 项 式 恒 等 式 可 看 成 关于 代数 的 又 一 类 有 
限 条 件 , 因为 有 下 面 的 定理 . 

定理 8.2.1 若 4 是 下 上 维 代数 , 则 4 满足 [zi,……,zn+i, 因而 有 限 代数 
是 PI- 代 数 . 

证 设 w ,un 是 4 的 一 个 已 基 . 在 4 中 任 取 m+1 个 元 素 a pant 并 
将 它们 表 成 ui 的 线性 和 . 由 于 [z1,… ,zi1] 是 多 重 线性 的 , 故 [a1,… ,an .1] 是 形 
如 [ua ,…, wins] 的 线性 和 , 其 中 , 每 一 wi, 都 取 自 {wi,… ,un}. 这 样 w,，… 
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中 至 少 有 两 个 是 相同 的 , 而 由 标准 多 项 式 的 定义 立刻 得 [ui,,… ,ti,,,,] 都 是 零 . 故 
[a ,anti] =0,Vai€E A. | 

作为 定理 8.2.1 的 推论 , 有 

定理 8.2.2” 域 上 全 和 矩阵 代数 瓦 , 满足 [zi ……,znaz+l] 

Amitsur 和 Levitzki 曾 证 明 , , 实际 上 满足 [z1,…,z2n]. 与 此 联系 的 是 下 面 
这 个 有 用 的 结果 . 

定理 8.2.3 ” 域 民 上 全 矩阵 代数 及 不 能 有 次 数 低 于 2n 的 多 项 式 恒等式 . 

证 ” 设 满足 一 个 次 数 小 于 2n 的 多 项 式 . 则 由 命题 8.2.1, 它 将 满足 一 个 齐 
次 多 重 线性 多 项 式 f, 其 次 数 也 小 于 2n, 可 将 了 写作 


了 = azlzo2…Zd 十 bp QoTo(1) ** To(d), 
1#eEsu 
其 中 , aav E 下 而 a 关 0. 取 ,中 如 下 的 矩阵 单位 : e11,e12,e22, 623,:… ,en_ ln, enn 
enmn+1, 其 个 数 为 2n > d. 将 其 中 前 d 个 代入 了 , 便 得 


fle1,e12, e22,°*°) = Qe11e12622623*** #0. 


这 是 矛盾 . 故 得 定理 . | 

下 代数 4 的 一 个 元 素 a 叫做 (上 ) 代数 元 , 如 果 它 满足 一 个 么 多 项 式 f(x) e 
[zg], 即 f(a) = 0. 元 素 a 所 满足 么 多 项 式 的 最 小 次 数 也 叫做 代数 元 a 的 次 数 . 代 
数 的 5- 代数 是 指 每 一 元 都 是 代数 元 的 代数 . 有 界 次 代数 的 5- 代数 是 指 其 每 一 代 
数 元 的 次 数 < 某 一 固定 自然 数 . 

推广 定理 8.2.1, 有 

定理 8.2.4 设 4 是 5 上 有 界 次 代数 的 代数 , 则 4 是 PI- 代 数 . 

证 ”A4 中 元 素 b 满足 一 个 n 次 多 项 式 mm + an -lz 十 … + aiz, 其 中 
ai = qi(b) € $, 而 n 是 固定 的 . 用 [u,v] 表示 wv 一 vu, 对 任意 we 4, 有 


0= [0,aj= [+an 1b" 1 +.…+ab,a] 
=[b",a]+an-ilb™ ,a]+.…+ olb,a), (8.2.6) 
再 用 元 素 [b,a] 去 和 上 式 进 行 类 似 计算 , 注意 到 [u,u] = 0, 便 有 
[lo™, al, [6, al] + an- 可, 节 思 十 … 十 aa[[o2,a,[ba]=0. 


再 用 [lo2,qj, [waj] 去 和 上 式 进 行 类 似 计算 , 这 样 继续 下 去 , 所 有 的 系数 ai 都 不 见 
了 , 而 得 到 4 所 满足 的 一 个 二 元 多 项 式 . 不 难 证 明 它 是 一 个 非 零 多 项 式 . | 
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本 原 环 在 环 的 结构 理论 中 占有 重要 地 位 ， 已 经 讨论 过 本 原 Artin 环 以 及 有 极 
小 单 侧 理想 的 本 原 环 . 下 面 来 考察 一 个 本 原 环 同时 又 是 PT- 代数 . 完全 刻画 这 类 本 
原 环 的 Kaplansky 定理 是 研究 PI- 代数 方面 的 一 个 占 中 心地 位 的 定理 . 

定理 8.2.5(Kaplansky) ” 设 4 是 域 上 的 本 原 代数 且 是 上 PI- 代数 ， 
它 满足 一 个 次 数 为 4 的 多 项 式 , 则 4 必 是 其 中 心 C 上 的 有 限 单 代数 ， 且 其 维 数 
ng (d/2)”. 

证 ”注意 到 7.6 节 中 的 说 明 , F 上 本 原 代数 4 可 看 成 D 上 左 向 量 空间 M 上 
的 稠密 代数 , 其 中 , D 是 F 上 可 除 代数 .由 定理 7.3.3, 知 代数 4 或 对 某 一 自然 数 
m 同 构 于 Dm 或 对 任意 自然 数 m, 4 包含 有 子 代数 Blw, 它 的 同 态 象 是 D,,. 但 4 
的 子 代数 及 其 同 态 象 也 满足 4 所 满足 的 多 项 式 恒等式 . 这 样 由 定理 8.2.3, 上 面 的 
第 二 种 情形 是 不 可 能 的 . 因而 4 同 构 于 D,,. 此 时 4 有 单位 元 , 4 的 中 心 也 就 是 
DD 的 中 心 , 因而 是 域 的 扩 域 ,用 C 记 之 . 

设 K 是 D 的 一 个 极 大 子 域 . 由 定理 8.1.6, D Bc K 是 KK 上 一 个 向 量 空间 的 
稠密 环 , 它 当 然 可 看 成 K 上 的 代数 . 由 于 4 满足 次 数 为 d 的 多 项 式 , 由 命题 8.2.1， 
4, 因而 D 必 满 足 次 数 < d 的 齐 次 多 重 线性 多 项 式 f. 再 由 命题 8.2.2, D Bo KK 也 
满足 /. 重复 上 上 段 的 讨论 , 便 得 DBc K 关 Kj. 这样 得 (D:C)=(DecK: K) 是 
有 限 的 . 故 4 兰 Dw 是 C 上 有 限 中 心 代数 . 设 (4 : C) = 邓 , 这 是 因为 有 限 中 心音 
代数 的 维 数 必 是 平方 数 . 取 域 C 的 一 个 适当 的 扩 域 已 由 定理 8.1.6 的 推论 或 定理 
3.2.2, 有 4B@c 尸 兰 忆 ,由 命题 8.2.2, 4@c P, 因而 P,, 也 满足 f. 再 由 定理 8.2.3， 
知 2nm<a | 
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在 第 5 章 中 曾 介 绍 过 Kypom 问 题 : 代数 的 代数 4 是 局 部 有 限 的 吗 ? 本 节 将 证 
明 , 若 4 还 是 PI- 代 数 , 则 4 确 是 局 部 有 限 的 . 
首先 , 对 代数 4 引进 局 部 有 限 根 的 概念. 在 前 面 曾 证 明 过 下 面 事实 : 局 部 有 限 
代数 借助 于 局 部 有 限 代数 所 得 到 的 扩张 是 局 部 有 限 的 (定理 5.1.1). 由 之 便 得 
命题 8.3.1 车 和 C 是 代数 4 的 局 部 有 限 理想 , 则 妃 +C 也 是 . | 
命题 8.3.2 ”代数 4 中 含有 最 大 的 局 部 有 限 理想 Z(4)，L(4) 还 具有 下 面 性 
质 : 
(1) Z(4) 包含 4 的 一 切 局 部 有 限 单 侧 理想 ; 
(2) 4/Z(4) 没有 非 零 的 局 部 有 限 理想 . 
证 ”由 于 局 部 有 限 代 数 升 链 之 并 仍 是 局 部 有 限 代数 , 故 由 Zorn 引 理 , 4 中 有 
极 大 的 局 部 有 限 理想 L(A4), 由 命题 8.3.1, 它 包含 4 的 一 切 局 部 有 限 理想 , 故 它 是 
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唯一 极 大 的 局 部 有 限 理想 . 注意 到 上 述 的 定理 5.1.1, 知 4/Z(4) 不 再 有 非 零 的 局 部 
有 限 理想 , 这 就 证 明了 (2). 

为 了 证 明 (1), 在 商 代 数 4/Z(4) 中 去 考虑 . 这 也 就 是 假定 代数 4 的 L(4) = 0 
而 去 证 4 的 局 部 有 限 单 侧 理想 C 也 等 于 零 . 为 确定 起 见 , 设 C 是 左 理想 . 

C4 是 4 的 理想 . 今 证 它 是 局 部 有 限 的 . 在 CA 中 任 取 zx1,… ,zm, 则 每 一 x 
可 写成 

mi=》 ,cjay, oi EOay eh. (8.3.1) 
了 

令 Wimg = aijcma. 它们 是 C 中 元 素 . 由 C 的 局 部 有 限 性 知 有 限 多 元 素 cs, yijma 
生成 一 个 有 限 代 数 B. 由 (8.3.1) 得 


TiTk = > Cijaij > CkmQakm 一 > Cij Uij CkmAkm 
了 mm jm 
= > CijYijemakm CS bh Bakm- 
jm mn 


这 样 zx, …,zm 中 任意 两 个 的 乘积 必 在 工 = 》， Bakm 中 . 显然 z1,… ,zm 也 在 
km 
中 . 由 B 的 有 限 性 还 知 了 是 F 上 有 限 空间 . 又 
BakmT! = Bakm Dwar = » Bakmctjatj 
7 i 


ED Byemijar ES 》 Baw ET. 
了 了 


故 zi,……,zm 生成 的 子 代 数 必 在 有 限 空间 T 中 , 即 得 理想 CA 是 局 部 有 限 的 . 由 
假设 L(A4)=0. 故 CA=0, 即 C 是 4 的 理想 ,因而 C 是 局 部 有 限 理想 . 再 用 假设 
L(4)=0, 得 C=0. | 

与 有 限 代 数 的 寡 零 根 、 代 数 的 局 部 寡 零 根 或 环 的 Jacobson 根 相 比较 , 命题 
8.3.2 说 明 L(4) 与 这 些 根 有 完全 类 似 的 性 质 ， 因而 很 自然 地 称 EC4) 为 代数 4 


引 理 8.3.1 ”车 代数 4 无 非 零 的 寡 零 元 素 , 则 

(1) 4 的 寡 等 元 必 属 于 4 的 中 心 ; 

(2) 对 4 的 任意 非 零 代数 元 a, 必 有 寡 等 元 ee (a), 有 性 质 ea = ae = a. 
证 (1) 设 。e 是 4 的 血 等 元 . 对 任意 ze 4, 由 


(ze 一 erej2 = (er — ere)*=0 
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及 4 中 无 非 零 寡 零 元 , 故 ze = eze = ez, 即 e 在 4 的 中 心 内 . 
(2) 此 时 易 见 (a) 是 有 限 半 单 代数 , 因而 有 单位 元 e。 下面 给 一 个 更 直接 的 证 
明 . 设 非 零 代数 元 a 的 最 小 多 项 式 为 f(z) 则 


ja) =ar+aa™ + +aka" *=0, ak@#0,k>1. 


车 上 =n, 则 A 有 单位 元 1 且 1€ (a), 此 时 显然 有 1.a=a:1=a. 若 大 mw 则 易 
见 
(ak+1 + oat 十 :十 aka)n 一 (ao 十 aaak-1 十 .十 ak)a)m 
一 (ok 十 atak-1 十 .…: 十 ak)mn-kan 一 
=0. 


在 上 式 中 , 和 以 前 一 样 , 将 (ao2 十 aa),a EF 记 作 (a 十 a)a, 虽然 a+a 在 4 中 不 一 
定 有 意义 . 其 次 , 由 于 4 无 非 零 宪 零 元 , 故 


ak+1 十 ,十 ak_1a2 + Qaka = 0, 
由 之 便 得 a = a2p(a), 其 中 , F 上 多 项 式 p(z) 可 能 带 常数 项 . 设 e = ap(a) € (a), 则 
© = ap(a)ap(a) = a2p(a)p(a) = ap(a) = e， 


还 有 a= ae=ea, 由 a 关 0, 知 e 是 非 零 的 | 

引 理 8.3.2 ”车 代 数 的 代数 4 无 非 零 的 寡 零 元 素 , P 是 4 的 子 代 数 , 则 对 PP 
中 任意 有 限 个 非 零 元 素 a1,…,am, 必 有 守 等 元 e e 已, 使 aie = eai = ai,Vi. 

证 ”对 ai 的 个 数 mm 作 归 纳 法 . 当 m = 1 时 这 就 是 引 理 8.3.1 中 的 (2). 设 
有 短 等 元 el e P, 使 iel = al am-lel = am-1. 若是 amel = am, 注意 到 el 
必 在 4 的 中 心 内 , 则 el 即 为 所 求 者 ， 否则, 由 引 理 8.3.1, 有 圭 等 元 es e P, 有 
(am 一 amel)e2 = (am 一 ame1), 由 之 有 


am = am(el 十 e2 一 ele2). 


设 e=e1+e2 一 ele2 EP. 由 am 关 0 知 e 关 0. 由 引 理 8.3.1, e1,ez 属于 4 的 中 心 ， 
直接 计算 知 ez = e 且 对 i < m, 注意 到 aiel = ai, 有 


aie 一 ai(el 十 ez 一 ele2) = ai, 


这 样 e 即 所 求 者 。 | 
引 理 8.3.3 设 4 是 上 代数 ,有 单位 元 . C 在 4 的 中 心 内 , C 是 忆 的 代数 
扩 域 且 (4 :C) 是 有 限 的 , 则 4 是 局 部 有 限 的 . 
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证 易 见 , 代数 的 代数 又 是 交换 的 话 , 它 必 是 局 部 有 限 的 , 故 FF 上 代数 C 是 
局 部 有 限 的 . 
设 由 ,…,ym 是 4 的 一 个 C- 基 . 因而 


Yiyi = > cake， ck EC. 
k 


任 取 4 的 有 限 子 集 {z1,… ,zn}, 则 


mi= cuy, cuedC. 
i 


C 的 有 限 子 集 {cij, cui,Vi,j,k,!} 生成 一 个 有 限 代数 Co. 此 时 一 切 形 如 》_ ciyi, ci e 
Co 的 元 素 组 成 有 限 子 代数 B. 易 见 ri < B,Vi. 故 {fzi,……,zm} 生成 的 子 代数 必 也 
是 有 限 维 的 ， | 

现在 能 够 解决 关于 PI- 代数 的 Kypom 问 题 了 . 

定理 8.3.1 若 4 是 上 代数 的 代数 且 是 PI- 代 数 , 则 4 是 局 部 有 限 的 . 

证 ”由 于 代数 的 PI- 代数 的 子 代数 仍 是 代数 的 PI- 代数 , 因而 不 妨 设 4 是 
有 限 生 成 的 而 去 证 它 是 有 限 代 数 ， 即 需 证 4 = L(4)， 车 4 了 关 L(4), 则 去 考察 
A/L(A4) 关 0, 作为 4 的 商 代数 , 它 显然 也 是 有 限 生成 的 、 代 数 的 PI- 代数 ， 这 
样 就 得 到 一 个 非 零 的 代数 , 不 妨 仍 记 作 4, 它 是 有 限 生 成 的 、 代 数 的 PI- 代数 且 
Z(4) = 0. 下 面 来 证 明 这 是 不 可 能 的 , 分 两 种 情形 来 讨论 . 

(1) 4 不 含 非 零 的 寡 零 元 . 由 定理 7.6.2, 注意 到 4 的 元 素 都 是 代数 的 , 知 4 是 
JJ 半 单 代数 , 因而 4 有 本 原理 想 . 

取代 数 4 的 一 个 本 原理 想 P. 由 A = 4/P 是 本 原 代数 且 是 PI- 代数 , 由 
Kaplansky 定理 , 4 是 其 中 心 C 上 的 有 限 代数 , 由 引 理 8.3.3, A 是 局 部 有 限 的 . 但 
4, 因而 A, 是 有 限 生成 的 , 故 A 是 F 上 一 个 有 限 代数 . 

令 丽 ,…,gm 是 也 = A/P 的 FF- 基 ,ye 4, 而 z1,…,zn 是 4 的 生成 元 组 ,此 
时 有 

Ti= Day + aie PuenP, (8.3.2) 
7 


Vi = DBiryk + uy Dik € Fuij EP. (8.3.3) 
大 


令 钙 是 由 所 有 wayuii 生成 的 理想 . 显然 PB Cc P. 由 于 z1,… ,zn 生成 4, 由 (8.3.2)， 
(8.3.3) 知 4 中 任意 元 素 都 能 表 成 》 aiyi +t,ai € Ft e Po. 这 样 任 取 a e P, 则 有 


qa= >》 ai 可 a-t= > ae 已 
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故 在 4 中 就 有 > ai 元 =0. 但 到 组 成 4 的 F- 基 ,因而 oi=0, 即 a=tePo. 这 
就 证 得 P = P. 

这 样 , P 是 由 有 限 多 个 元 素 ui,wi; 生成 的 . 由 引 理 8.3.2, 有 一 徊 等 元 ee€ P 
且 e 在 4 的 中 心 内 , 有 wie = wi,uije = ui 因而 对 任意 we P, 有 ae =a. 故 
P = 4e. 注意 到 P 是 4 的 本 原理 想 , 此 时 必 有 e 承 1. 作 关 于 e 的 Peirce 分 
解 : 4= 4e@4(1-ej=Pe@4(1-e). 这 样 , 理想 4(1-e) 兰 4/P 是 有 限 维 的 , 因 
而 4(1-e)Scz(4). 即 志 4) 头 0. 

(2) 4 含有 非 零 的 寡 零 元 . 由 命题 8.2.1, PT- 代数 4 满足 一 个 齐 次 多 重 线性 多 
项 式 f. 对 f 的 次 数 d 作 归 纳 法 . 当 d = 2 时 , f 或 是 zizz, 此 时 42 = 0, 或 是 
Ziz2 十 az2T1,0 关 a EF, 此 时 4 中 任意 两 元 素 a,b, 有 ab = -aba, 即 A“ 基 本 上 ” 
是 交换 的 . 故 无 论 哪 种 情形 , 4 总 是 局 部 有 限 的 . 

假设 对 任意 满足 d - 1 次 多 项 式 的 代数 的 代数 都 是 局 部 有 限 的 , 而 设 4 满足 
一 个 d 次 多 项 式 f. 不 妨 设 f 是 d 次 多 重 线性 齐 次 多 项 式 , 而 将 f 写成 


(zi szd) = Z1g(z2 7Zd) 十 hz zad)， 


其 中 , h(z1,…, za) 中 不 含 以 za 为 第 一 个 因子 的 单项 式 , 而 gq(z2,… za) 是 非 零 多 
项 式 . 

由 于 4 含有 非 零 罕 零 元 , 故 有 a e Ah,a 关 0 而 a? = 0. 设 T 是 由 a 生成 
的 左 理想 , 显然 Ta = 0. 令 zi = a,z2 = to,…,za = taut ET, 代入 了 中 便 有 
ag(t2,…,ta)=0. 令 W={rzeTlaz=0}. 由 TW =0 知 W 是 7 的 一 个 理想 . 易 
见 T/W 满足 d 一 1 次 多 项 式 gq(z2,… ,za). 依 归 纳 法 假设 , T/W 是 局 部 有 限 的 . 由 
W? =0 知 W 也 是 局 部 有 限 的 , 因而 7 了 是 局 部 有 限 的 , 即 是 4 的 局 部 有 限 左 理 
想 . 由 命题 8.3.2 知 0 关 TCL(A4), 故 L(A4) 冯 0. 

故 无 论 哪 一 种 情形 , 都 有 L(4) 承 0. 这 是 和 ZL(4) = 0 的 假设 矛盾 的 . 定理 得 
证 ， | 

作为 定理 8.3.1 与 定理 8.2.4 的 直接 推论 , 有 

定理 8.3.2 若 4 是 忆 上 有 界 次 代数 的 代数 , 则 4 是 局 部 有 限 的 . 

定理 8.3.3(Levitzki) ”车 4 是 已 上 守 零 元 代数 且 是 P 代数 , 则 4 是 局 部 
罕 零 的 . 

定理 8.3.4 ”车 4 是 下 上 知 零 元 代数 且 所 有 元 素 的 军 零 指数 有 界 ( 即 存在 一 
自然 数 n, 使 得 on = 0,Va e 4), 则 4 是 局 部 徊 零 的 . 

在 定理 8.3.4 中 如 果 对 域 F 的 特征 数 加 以 适当 限制 , 可 以 得 到 更 强 的 结果 , 这 
就 是 下 面 的 Nagata-Higman 定理 , 它 是 nil-nilpotence 问题 ( 即 讨论 由 每 个 元 素 的 
寡 零 性 推出 整个 代数 的 寡 零 性 的 问题 ) 中 非常 漂亮 的 一 个 结果 . 下 面倒 述 的 证 明 是 
P. J. Higgins 给 出 的 . 
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定理 8.3.5(Nagata-Higman) ”A 是 域 已 上 结合 代数 . 车 4 的 每 一 元 都 是 寡 
零 元 , 且 它 们 的 究 零 指数 有 界 而 不 大 于 自然 数 n, 若 下 的 特征 为 零 或 p > n, 则 必 
有 4N =0, 其 中 , N =2"* 一 1. 

证 ”对 n 作 归 纳 法 , 而 假定 对 任意 忆 上 代数 B, 如 果 "~! = 0,vb e B, 则 
Bm = 0, 其 中 , m = 2"! 一 1, 因为 当 n = 1 时 定理 显然 成 立 . 

先 引入 一 个 符号 1, 1 不 是 4 中 的 元 素 , 但 约定 有 下 列 等 式 : 

a =1,1.:b=b,(a+1)b=ab+b, Va,be A. 


这 完全 是 为 了 在 下 面 计算 时 书写 简便 . 再 令 
De bn 
{ 证 } = 部。 ba 5 


由 上 规定 , 当 i=0 或 n 一 1 时, 上 式 右 侧 的 相应 项 是 有 意义 的 且 是 4 中 元 素 . 此 时 


a, 1 
一 gl 
n-l1, 1 


由 定理 假设 , 对 任意 we F(a 二 ab)" = 0,Ya,be 4. 利用 上 面 引入 的 符号 , 这 就 是 


a, b 


(at+ab)”=a"+a 
仿 二 了 入 


} + 二 anb" =0. (8.3.4) 
注意 到 关于 F 的 假设 , 知 已 中 有 多 于 n 个 不 同 的 元 素 . 令 (8.3.4) 中 a 取 已 中 
nn 十 1 个 不 同 的 值 , 联合 起 来 便 得 一 齐 次 方程 组 , 利用 范 德 蒙 德行 列 式 解 之 得 (8.3.4) 
中 每 一 项 中 属于 4 的 因子 必 都 是 零 , 特别 


{ 9 2 } =0,， Va,be A. (8.3.5) 
nn—l1, 1 
考察 | 
f(a,b,c) = > ，aicban lpi, 
i,j=0 
一 方面 ， 
-= chi 
,b,c) = b"-i-1 = 0; 
本 2{ 多 一 1， 1 
另 一 方面 ， 


8.4 ”Kypom (Kurosh) 问题 ( 续 ) “179. 


注意 到 关于 F 的 特征 之 假设 , 故 有 
a™lcb"™!=0, Va,b,ceAh. (8.3.6) 
令 尺 是 由 所 有 un-l,ae 4 生成 的 理想 , 则 由 (8.3.6) 有 
RAR=0. (8.3.7) 


在 商 代数 A = A/R 中 有 br-! = 0.W e 有 , 故 利用 归纳 法 假设 有 和 如" = 0, 其 中 ， 
m= 二 2"1 一 1. 这 样 4m C R. 再 利用 (8.3.7) 得 


42m+lC RAR= 0, 


其 中 ,2m ++1=2" 一 1.。 | 
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8.3 节 介 绍 了 Levitzki 和 Kaplansky 对 PI- 代 数 解决 Kypom(Kurosh) 问题 的 证 
明 方法 . 它 是 建立 在 环 的 结构 理论 上 的 . 本 节 中 介绍 证 明 此 结果 的 [Iwpmros(Shir- 
shov) 的 证 明 方法 ( 见 (Lmpmos(Shirshov), 1957a, 1957b) 以 及 (Jacobson, 1978)). 
他 针对 问题 的 特点 直接 使 用 组 合 方法 来 讨论 而 得 到 较 一 般 的 结果 . 其 证 明 思 路 是 这 
样 的 : 设 4 是 有 限 生成 的 代数 , {a1,…,ax} 是 它 的 一 组 生成 元 , 此 时 4 中 任意 元 
素 可 表 成 一 些 次 数 为 任意 的 单项 式 


Gnais ai at € fa sag} t= l,l (8.4.1) 


的 线性 和 . 因而 欲 证 4 作为 5- 模 (其 中 , 5 是 有 单位 元 的 交换 环 ) 是 有 限 生成 的 ， 
只 要 证 明 存在 一 个 自然 数 N, 使 得 当 1 > N 时 任意 单项 式 (8.4.1) 都 可 表 成 次 数 较 
小 的 单项 式 的 线性 和 即 可 . 

设 是 有 限 集 , 其 元 素 记 作 z1,… ,zk. 规定 当 i > j 时 z; > zj, 这 样 R 成 为 
一 个 有 序 集 . 

考察 5 上 自由 结合 代数 5[z1,… ,zr], 并 简称 不 带 系数 的 单项 式 


ThrTia'T Ti Ef{rh, TRh t=1,.,1 


为 字 , 或 更 详细 些 , 由 R 中 元 素 组 成 的 字 , 记 作 R- 字 , 而 其 次 数 ! 为 该 字 的 长 , 或 
更 详细 些 RE- 长. 如 果 字 a 是 字 8 的 一 部 分 , 即 若 


B= Ta TAT Tj,, 
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其 中 , zi,,zj,。 ER= {z ,Zk}, 而 +>>0,s 之 0, 则 称 a 为 8 的 子 字 . 
这 些 字 的 全 体 记 作 W. W 关于 自由 代数 5[z1,…,zn] 中 的 乘法 作成 一 个 
半 群 


定义 8.4.1 ” 称 形 如 


TETk ITKTD Tiz Tis 


(其 中 , zk 至 少 出 现 一 次 而 s > 1,i 关上 t= 1,…,s) 的 字 是 zk- 型 字 . 如 果 一 个 字 
a 可 表 成 zk- 型 字 的 乘积 形式 , 则 称 此 分 解 式 为 字 a 的 zk- 分 解 式 . 

易 见 , 任意 字 a 最 多 只 有 一 种 可 能 写成 zt- 分解 式 , 并 且 字 a 有 zx- 分解 式 当 
且 仅 当 a 以 元 素 zk 开头 而 以 zi,i 关 上, 结尾. 

在 W 中 如 下 引入 偏 序 : 如 果 字 a, 6 有 相同 的 长 , 则 按 字典 排列 (注意 已 规定 
了 RR 的 序 ) 排列 之 . 

在 所 有 zk- 型 字 的 集 T 中 如 下 引入 序 : 设 a,B 是 了 中 任意 两 个 字 ( 即 不 一 
定 有 相同 的 长 )， 如 果 按 字 典 排列 a 大 于 6 或 者 a 是 字 8 的 开始 部 分 ( 即 8 = 
aza… zit 之 1), 则 规定 a > 6. 

定义 8.4.2 ” 称 字 a 是 n- 可 裂 的 , 其 中 , n 是 自然 数 , 如 果 a = Qa2… am， 
每 一 子 字 ai 的 长 > 1, 且 对 1,2,…,n 的 任 一 排列 ( 订 ,io,…,in), 只 要 它 不 等 于 
(1,2,…,n), 就 有 


D0 hi 
例如 , 字 zazlzazzzlzlz2zlzlz1 是 3- 可 裂 字 且 有 几 种 3- 可 裂 的 分 解 式 , 如 
(ZT3T1) (T2722171) (T2717T171), 
(Z3T172)(T2T171) (T2717171), 


(z3) (T17272717172) (T17171). 


直接 检验 可 知 此 字 是 2- 可 裂 字 . 

具有 zx- 分 解 式 的 字 a 可 唯一 地 表 成 tit。…t, 其 中 , ti & T, 因而 可 看 成 是 由 
7 了 中 元 素 组 成 的 字 . 此 时 为 了 和 把 a 看 成 R- 字 相 区 别 , 称 之 为 T- 字 . 相应 地 , 术 
语 RA- 长, T- 长 的 意义 是 清楚 的 . 例如 , 当 大 = 4 时, 取 


OQ = TATATITATITITATATAT2T2TITI T2. 


Qa 之 R- 长 是 14,a 是 T- 字 ,其 T- 长 是 3. 
对 全 体 T- 字 组 成 的 集合 Wr 也 引入 偏 序 <: 如 果 a, 6 是 两 个 T- 字 且 有 相同 
的 了 -长 , 则 当 a 按 字典 排列 小 于 8 时 (注意 上 面 对 T 已 规定 序 了 ) 规定 a < 6. 
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与 定义 8.4.2 一 样 , 对 T- 字 也 有 n- 可 和 裂 的 概念 . 在 容易 引起 混淆 的 地 方 , 把 R- 
字 a 和 T- 字 a 的 n- 可 裂 分 别 记 作 a 的 ng- 可 和 裂 和 nz- 可 裂 . 

注意 到 人 中 序 的 规定 (特别 地 , 如 果 a 是 8 的 开始 部 分 且 地 B, 则 “> D) 以 
及 zk 型 字 都 是 以 zk 开始 的 , 易 知 了 中 任意 两 个 字 a, 56, 如 果 作为 T- 字 有 a > 6， 
则 作为 R- 字 也 必 有 a > 8. 利用 这 一 点 来 证 明 下 面 的 命题 : 

命题 8.4.1 T- 字 a 的 nr- 可 裂 分 解 式 也 是 RE- 字 a 的 nn- 可 裂 分 解 式 . 

证 设 a=aaaz…an 是 T- 字 a 的 mz- 可 裂 分 解 式 , 因而 由 定义 作为 下 字 
有 


GE ai Ain 
其 中 , 排列 (和 ，…, 宫 ) 夫 (1,…,n). 由 上 面 刚 说 过 的 , 作为 R- 字 也 必 有 
G> am Ain, 


即 a 的 这 个 wz- 可 裂 分 解 式 a = aa …:an 也 是 a 的 nn- 可 裂 分 解 式 ， | 
命题 8.4.2 若 丰 字 a 是 人 -Dr- 可 裂 字 , 则 尼 字 azk 是 na- 可 裂 字 . 
证 取 T- 字 a 的 一 个 (n 一 1)r- 可 裂 分 解 式 
G 一 Qla2 am 1 (8.4.2) 
一 (ZKZi (TkTia 2) (TkTin Tj) 
其 中 , zi,, zj, E RR 且 zj, 关 Zkyt 二 1,…,n 一 1. 由 命题 8.4.1 知 (8.4.2) 也 是 (一 1T)m- 
可 裂 式 . 今 证 azk 的 下 面 分 解 式 : 


QTk = (Tk)(Ta TTR) (Tj TjaTk) 


(Zin Tjn a Tk) (8.4.3) 


是 na- 可 裂 分 解 式 . 这 是 因为 , 保持 第 一 个 位 置 上 (zk) 不 动 的 那些 置换 把 azrk 变 
成 %zk, 这 里 o 是 由 a 的 (n 一 1)R- 可 裂 式 (8.4.2) 经 过 某 一 置换 得 到 的 , 因而 有 
a > ol, 随 之 有 azk > oa/zk. 其 次 , 若 azk 的 ng- 可 裂 式 (8.4.3) 经 过 一 个 使 (zk) 离 
开 第 一 个 位 置 的 置换 , 则 所 得 到 的 字 其 开始 处 zk 的 个 数 必 较 azk 的 开始 处 之 mx 
的 个 数 为 少 (为 此 只 要 注意 到 (8.4.2) 中 每 一 括号 内 zk 的 个 数 必 大 于 或 等 于 其 后 
面 括号 中 的 zk 的 个 数 ), 因而 它 比 azk 为 小 . 命题 证 完 ， | 

命题 8.4.3(IIIwpmos) ”对 于 任意 3 个 自然 数 k,s,n 必 存 在 一 个 自然 数 N = 
NN(k,s,n), 它 依赖 于 k,s,n, 使 得 在 由 大 个 有 序 符号 组 成 的 长 为 N(k, s,n) 的 任意 
结合 字 中 或 者 出 现 s 个 相 邻 的 相同 子 字 ( 即 含有 形 如 fs 的 子 字 , 8 之 长 > 1) 或 者 
含有 一 个 n- 可 裂 子 字 . 

证 ”和 前 面 一 样 , 设 上 个 有 序 符号 之 集 为 R= {z1,…,zxk}. 对 n 作 归纳 法 来 
证 明 N(k, s,n) 的 存在 性 . 易 见 对 任意 k, s, N(k, s, 1) 是 存在 的 , 并 作 归 纳 假 设 : 对 
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任意 上,s, N(k,s,n 一 1) 是 存在 的 . 另 一 方面 , 易 见 N(1, s,n) 是 存在 的 , 为 此 只 要 取 
N(1,s,n) = s 便 可 . 这 样 在 下 面 的 证 明 中 又 可 对 大 作 归 纳 法 , 即 又 作 一 个 归纳 假设 : 
对 任意 s,n, N(k 一 1,s,n) 是 存在 的 . 现在 在 这 双重 归纳 假设 下 来 证 明 N(k,s,n) 的 
存在 性 . 

考察 任意 一 个 长 为 


[s+ NCk— 1,s,n)][N(kN -Lsm)+s, sn — 1)+] 
的 字 a. a 可 分 解 成 下 面 形式 : 
Q = QQ203, 
其 中 , 子 字 aa( 可 以 不 出 现 ) 只 含 符号 z1,… ,zk_1, 子 字 as( 也 可 以 不 出 现 ) 只 含 符 
号 zk, 而 子 字 az 是 一 个 z- 分 解 式 . 若 
aa 之 长 > N(k—1,s,n), 
则 由 归纳 法 假设 , a1, 因而 a 或 含有 s 个 相 邻 的 相同 子 字 , 或 含有 一 个 n- 可 裂 字 . 


若 
as 之 长 > s， 


则 as, 因而 a, 含有 s 个 相 邻 的 子 字 zk. 这 样 , 可 以 认定 


oa 之 长 =a 之 长 -a 之 长 -as 之 长 
> [s+N(k—1,s,n)]: N(kNK-Lsmt+s, sn — 1). (8.4.4) 


把 zk- 分 解 式 aa 写成 
aa = Q21022…* qam, 
其 中 , 每 一 子 字 oaai 都 是 zk- 型 字 . 重复 上 面 的 讨论 , 可 认定 
Qi 之 长 < s +N(k 一 1,s,n). (8.4.5) 


易 见 满足 (8.4.5) 的 zk- 型 字 的 个 数 小 于 RNC)+s. 
现在 把 az 看 成 T- 字 (和 前 面 一 样 , 这 里 的 了 是 一 切 zx- 型 字 之 集 ). 由 (8.4.4) 
知 
az 的 了 长 > NUKN(kE Lam)+s, 5, 刀 一 1). (8.4.6) 
这 样 , 根据 归纳 法 假设 T- 字 aa 或 有 s 个 相 邻 的 T- 子 字 , 或 者 含有 (n - 1D)7- 可 裂 
字 有 . 
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若是 出 现 第 一 种 可 能 性 , 则 这 s 个 相 邻 相同 的 了 - 子 字 当 然 也 是 R- 字 a 的 s 
个 相 邻 相 同 的 R- 子 字 , 这 样 问题 就 解决 了 .若是 出 现 第 二 种 可 能 性 , 则 由 (8.4.6) 
可 知 子 字 6 之 后 必 还 至 少 出 现 一 个 zk, 这 样 Bzk 是 a 的 子 字 . 由 命题 8.4.2, Bzk 
是 np- 可 裂 字 , 这 样 a 也 满足 命题 的 要 求 . 这 样 , 只 要 取 

N(k,s,n)= [N(k—1,s,n)+s] 
[N(RN(k-Lsm)+ts, s,n — 1)+] 

即 可 . | 

命题 8.4.4” 设 a 是 长 为 m 的 字 , 则 或 者 a = B+,t > 1, 或 者 对 于 任意 自然 数 
ngm, 字 a2n 含有 m- 可 裂 子 字 . 

证 设 a= zz2…zm, 其 中 ,1 € {z1,…,zk}. 用 o 表示 置换 (12.…m) 且 
若 0 是 任意 一 个 置换 . 则 令 


ag = z0(1) *…* zg(m): 
此 时 有 
Qitl = GO = iH2it2 .2mz122 A i<m, (8.4.7) 
上 面 第 一 个 等 号 是 对 符号 ai;1 的 定义 . 由 (8.4.7) 可 以 看 到 , 若 令 wv = zo… 
元 -WW 全 二 广 如 和 -2 则 有 
a=Wuj, aj = UV. (8.4.8) 
令 G 是 由 o 生成 的 循环 群 , 而 
H= {0 eG,a0 = a}. 
易 见 H 是 循环 群 , 设 其 生成 元 为 o4, 其 中 , 1 < d < m. 此 时 显然 有 m = dt,t 是 自 
然 数 且 
Ga 二 2 zm 二 zdt1…2dtm( 足 标 按 模 m 计算 ). 
如 果 d 关 mm, 则 t>1 且 a = fF, 其中, 8 = za…za; 如 果 d=m, 则 a = 
aya2,……,am 为 互 不 相同 的 字 . 
若 出 现 第 二 种 情形 , 把 这 m 个 不 相同 的 字 按 字典 排列 如 下 : 
Qn > Qis > … > Qin (8.4.9) 
现在 任 取 自 然 数 ”< m, 来 考察 a2", 将 它 写成 下 面 的 形式 : 
a =(aa)(aa):… (aa) 


= (Va Wa va ua )(Vio tis Vi ttia) (Vin Win Vin Uin ), 
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这 里 用 到 (8.4.8) 中 a = vw, 将 最 初 的 两 个 a 写成 vi,ui,, 将 其 次 的 两 个 a 写成 
vizuis 等 . 重新 结合 便 得 到 下 面 的 等 式 : 


Qn =va (Va Vi ua via) (uin Vin auin Vin ) (Win Vin Ui ) 


一 Un (Qn a vi) (Gin auin Vin (Qin in ). 


这 里 用 到 (8.4.8). 注意 到 (8.4.9), 容易 看 出 , 在 上 式 右 侧 中 去 掉 第 一 个 w， 后 
所 余下 的 n 个 括号 组 成 的 子 字 是 一 个 n- 可 裂 字 .， | 

利用 命题 8.4.4 可 将 命题 8.4.3 改进 成 下 面 的 命题 . 

命题 8.4.5 ”对 于 任意 3 个 自然 数 K, s,m 必 存 在 一 个 自然 数 _M(k, s,n), 使 得 
在 长 为 M(k,s,n) 的 含 上 个 有 序 符号 的 字 a 中 必 含 一 子 字 ao 具有 下 列 两 种 形式 
之 一 : 

(iD ao = BP, 并且 1<B 之 长 <n; 

(iD ao 是 一 个 n- 可 裂 字 . 

证 N(k,s,n) 之 意义 如 命题 8.4.3, 而 令 


M(k, s,n) = N(k, s',n), (8.4.10) 


其 中 , s = max(s,2n). 设 a 是 由 上 个 有 序 符号 {z1,… ,zk} 组 成 的 字 , 设 其 长 为 
AM(k,s,n), 则 由 命题 8.4.3 及 (8.4.10) 知 , 字 a 或 者 含有 子 字 ao = 8* ,1 < B 之 长 ， 
或 者 含有 n- 可 裂 子 字 , 这 样 为 了 证 明 本 命题 , 要 进一步 讨论 的 唯一 情形 是 : ao = 8* 
而 8 之 长 =1>n. 此 时 来 证 明 : ao = B* 或 含有 子 字 万 且 1< Bo 之 长 <m 或 含 
有 nw- 可 裂 子 字 . 为 此 对 8 之 长 ! 作 归 纳 法 . 由 命题 8.4.4, 或 者 有 8 = BP,t > 1, 随 
之 , fo 之 长 < 有 之 长 , 或 者 B2n 中 含有 n- 可 裂 子 字 , 因而 ao 含有 n- 可 列子 字 . 在 
第 一 种 情况 , 8” 中 含有 子 字 房 , 注意 到 Po 之 长 < 6 之 长 , 这 样 用 一 下 归纳 法 假 
设 即 得 所 求 结果 . 在 第 二 种 情况 , 注意 到 s' > 2n, 由 52n 中 含有 n- 可 裂 子 字 可 得 
BY 中 更 含有 六 可 裂 子 字 , 命题 证 完 。 | 

由 于 采用 组 合 的 方法 , 因此 和 8.3 节 不 同 , 在 这 里 可 以 用 交换 环 上 的 代数 来 
代替 域 F 上 的 代数 . 为 此 要 引入 相应 的 概念 . 

定义 8.4.3 ”五 是 有 单位 元 的 交换 环 . 说 5- 代数 4 是 有 限 五 代数 , 如 果 五 
模 4 是 有 限 生成 的 . 说 5- 代 数 4 是 局 部 有 限 的 , 如 果 4 的 任意 有 限 子 集 生成 一 
个 有 限 五 代数 . 

易 见 当 5 是 域 时 这 里 的 有 限 -代数 的 定义 和 域 上 代数 的 相应 定义 是 一 致 的 . 
对 于 域 上 代数 显然 有 有 限 代数 是 局 部 有 限 的 . 对 于 5$- 代 数 也 有 

命题 8.4.6 ”有 限 五 代数 4 是 局 部 有 限 的 . 

证 设 山 ,…,un 是 模 有 4 的 一 组 生成 元 . 令 万 = {b1,…,bm} 是 4 中 任 
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意 有 限 个 元 素 而 来 考察 子 代数 B = (b1,…,bm). 此 时 有 
Ma = Dirur, Tiik € $, 


b= Dm HE 本 


令 W/' 是 由 集合 {yizxr, pis1,Vi,jk,4 在 5 中 生成 的 子 环 . 根据 Hilbert 基 的 定理 
(Jacobson, 1951) 知 这 个 有 限 生成 的 交换 环 B' 是 Noether 环 . 易 见 


A = Put Bun 


是 用 - 代数 且 HC A'， 考察 有 所 生成 的 5- 子 代数 B' C A'，5'- 模 41, 作为 
Noether 环 到 上 的 有 限 生成 模 , 是 Noether 模 , 所 以 其 子 模 B' 是 下 上 的 有 限 生 
成 模 . 但 另 一 方面 , 我 们 知道 B = 5B', 故 B 也 是 五 上 的 有 限 生成 模 , 即 B 是 有 
限 代数 ， | 

现在 来 叙 证 下 面 这 个 重要 的 [wpmros (Shirshov) 定理 就 没有 什么 困难 了 . 

定理 8.4.1 ” 设 4 是 有 单位 元 的 交换 环 5 上 的 一 个 代数 . 车 4 满足 一 个 次 
数 为 d 的 么 多 项 式 恒等式 , 且 若 代数 4 有 一 个 生成 元 集 {ai,i e 刀 , 了 可 为 任意 足 
码 集 , 而 由 这 些 ai,i e 了 作成 的 长 小 于 或 等 于 d 的 字 (看 成 4 中 元 素 ) 都 是 五 上 
代数 元 , 则 五 代数 4 是 局 部 有 限 的 . 

证 ”由 于 4 中 任意 有 限 个 元 素 所 生成 的 子 代数 总 包含 在 由 有 限 个 a; 所 生成 
的 子 代 数 中 , 因而 根据 命题 8.4.6, 欲 证 定理 只 要 能 证 明 , 由 {ai,…,ak} 所 生成 的 
子 代 数 B 是 6 上 有 限 代数 即 可 . 

取 符 号 {z1,…, zx} 所 作 得 的 自由 代数 5[z1,… ,zx]. 这 时 存在 一 个 B[z1,…， 
zk] 到 代数 B 上 的 自然 同 态 对 应 0: 


0:6[zi zk) — B, 


Ta b=1,...,k. 


命 同 态 对 应 9 之 核 为 K. 此 时 易 见 B[z1,…, zx] 中 两 个 元 素 f,g 模 KK 相等 ( 记 作 
/三 g(K), 指 /一 ge KK), 当 且 仅 当 它们 在 9 下 在 B 中 的 象 相等 : f0 = 90. 由 此 即 
得 定理 中 关于 代数 4 的 两 条 假设 相当 于 关于 K 的 下 述 两 条 性 质 : 

(a) 对 于 任意 ww,… ,ua € Blzri1,… ,zx]， 


ad 三 》 oc) uo(g) (K). 
l#o€Sa 


这 是 因为 由 命题 8.2.1, B 满足 d 次 齐 次 线性 么 多 项 式 ; 
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(b) 设 U 是 Blz1,…,zx] 中 一 切 次 数 < a 的 单项 式 的 集合 , 则 存在 一 正 整数 
e, 使 得 对 任 一 ue U 都 有 


三 fue4 va 的 一 个 五 线性 和 } (K). 


这 是 因为 , 由 定理 假设 vb 都 是 画 上 代数 元 且 U 是 一 个 有 限 集 . 

和 欲 证 代数 B 是 有 限 生 成 的 5- 模 只 要 能 证 明 下 面 这 个 命题 (C): 存在 一 个 自然 
数 N, 使 得 z1,… ,zx 的 任意 长 大 于 N 的 字 ( 亦 即 B[z1,… ,zk] 中 次 数 大 于 NN 的 
单项 式 ) 都 能 模 KK 等 于 长 小 于 或 等 于 N 的 字 的 有 线性 和 ( 亦 即 [zw1,…,z4] 中 
次 数 < N 的 一 个 多 项 式 .) 

取 N = M(k,e,d). 注意 这 时 有 N > e. 

设 自然 数 ! > N 并 假设 对 长 小 于 ! 的 字 命题 (C) 已 成 立 , 而 取 a 为 长 为 1 的 
一 个 字 . 由 于 长 为 1 而 按 字典 排列 最 小 的 字 是 x, 并 且 由 (b)( 因 为 有 1> N > e) 
以 及 上 面 的 归纳 假设 , 对 于 它 命题 是 成 立 的 , 故 还 可 以 作 如 下 的 归纳 假设 : 对 长 为 ! 
而 小 于 a 的 字 命 题 (C) 已 成 立 . 下 面 在 这 双重 归纳 假设 下 证 明 对 字 a 命题 也 成 立 . 

由 命题 8.4.5, 由 于 a 的 长 ! > M(k,e,d), 字 a 必 有 下 面 两 种 情形 之 一 : 字 a 
或 者 含有 形 如 of 的 子 字 , 其 中 , 字 mm 之 长 < d, 因而 有 aa e UV, 这 时 由 上 面 的 性 
质 (b)， 


oa 三 {长 <e 的 一 些 字 的 线性 和 } (K)， 
因而 
a = { 长 <! 的 一 些 字 的 线性 和 } ”(K)， 
由 归纳 假设 得 
a= {长 < NN 的 一 些 字 的 线性 和 } (K); 
或 者 字 a 含有 d- 可 裂 子 字 mw = aa .…au, 此 时 由 上 面 的 性 质 (a), w = aaa2z .…au 
模 天 等 于 一 些 与 a/ 同 长 但 在 字典 排列 中 较 oa/ 为 小 的 字 的 线性 和 , 这 样 a 本 身 也 
是 模 天 等 于 一 些 长 为 ! 而 较 a 为 小 的 一 些 字 的 线性 和 , 关于 这 些 字 上 述 第 二 个 归 
纳 假设 保证 命题 (C) 是 成 立 的 , 故 a- 模 KK 等 于 长 < N 的 一 些 字 的 线性 和 . 总 之 
无 论 哪 种 情形 都 有 a 满足 命题 (C), 故 得 定理 . | 
定理 8.4.2(IIwpmos) ” 设 4 是 有 单位 元 的 交换 环 5 上 的 一 个 代数 . 若 4 满 
足 一 个 次 数 为 d 的 么 多 项 式 恒等式 , 且 若 代数 4 有 一 个 生成 元 集 {ai,i e 了 ,I 可 
为 任意 足 码 集 , 而 由 这 些 ai,i e 7, 作成 的 长 小 于 或 等 于 d 的 字 (看 成 4 中 元 素 ) 都 
是 罕 零 元 素 , 则 4 是 局 部 寡 零 代数 . 
这 个 定理 的 证 明和 前 面 定理 的 证 明 完 全 类 似 , 留 给 读者 作为 练习 . 
显然 , 8.3 节 中 的 Kaplansky 定理 和 Levitzki 定理 是 本 节 中 IIDnrprmroa (Shirshov) 
两 个 定理 的 推论 , 比较 这 些 定理 的 陈述 可 以 看 到 一 个 很 重要 的 差别 : Kaplansky 定 
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理 (Levitzki 定理 ) 要 求 代数 4 的 每 一 个 元 都 是 代数 元 ( 寡 零 元 )， 而 在 IIIrpmon 
(Shirshov) 定理 只 要 求 代数 4 中 一 部 分 元 素 是 代数 元 或 寡 零 元 , 特别 当代 数 是 有 限 
生成 的 时 候 只 要 求 其 中 特定 的 有 限 个 元 是 代数 元 或 寨 零 元 . 

与 结合 代数 中 Kypom 问 题 相 平行 的 问题 当然 也 可 以 对 其 他 类 型 的 代数 提出 . 关 
于 交错 代数 、Jordan 代数 、Lie 代数 的 类 似 结果 可 参见 (IIIxpmos (Shirshov), 1957a, 
1957b; Kocrpurus(Kostrikin)[1]; JIarpmuea(Lataishev)[]; 刘 绍 学 , 1956). 


8.5 [onon 的 反例 


本 节 给 出 前 面 已 提出 的 Foxrox 的 反例 , 从 而 否定 地 解决 了 群 论 中 的 Burnside 问 
题 和 环 论 中 的 Kypomr (Kurosh) 问题 . 

设 下 是 域 . 令 了 = Flz1,…,za] 是 上 4d 个 不 可 换 不 定 元 z1,… ,za 的 多 
项 式 环 . 7 可 看 成 是 8.2 节 中 定义 过 的 已 上 d 个 不 定 元 zi,…,za 的 自由 代数 
Fz1,…, za] 添加 单位 元 而 得 , 也 就 是 有 单位 元 的 自由 代数 . 这 样 , 如 令 非 零 常数 的 
次 数 为 零 , 便 有 单项 式 、 多 项 式 、 多 项 式 的 次 数 等 概念 , 以 及 关于 次 数 的 相应 结果 
( 见 8.2 节 ). 

设 是 自然 数 , 用 T, 表示 T 中 一 切 n 次 单项 式 所 支撑 成 的 子 空间 , 亦 即 工 ， 
是 了 中 一 切 ”次 齐 次 多 项 式 的 全 体 , 则 有 


了 = TH+ 十 … 十 Tn 十 … (向 量 空间 的 直 和 ). 


因为 7 中 恰 有 d 个 不 同 的 n 次 单项 式 , 故 (T, : F) =qd". 易 见 T= 不 

上 面 引入 的 符号 在 本 节 内 通用 . 

命题 8.5.1 设 4 是 由 齐 次 多 项 式 f,i e 7, 生成 的 理想 , 则 4 = ho 十 A 
十 … 十 An 十 …, 其 中 , 4 = A 站 Ti. 

证 显然 42 》 4i. 另 一 方面 , 形 如 


tfit， 其 中 , t,t 是 了 中 单项 式 (8.5.1) 


的 元 素 都 是 齐 次 多 项 式 且 都 在 4 中 , 因而 必 属 于 某 一 4 = 4 站 五 中 . 注意 到 4 
中 任意 元 素 都 是 形 如 (8.5.1) 的 元 素 的 下 线性 和 , 即 得 命题 . | 

命题 8.5.2 ” 设 4 是 了 中 由 元 素 广 , 户 , 户 ,… 生成 的 理想 . 设 记 是 ni>1 次 
齐 次 多 项 式 , 而 B= (T/AN 门 T, : F), 则 对 所 有 n > 1, 有 不 等 式 


Bn > dbn-1— > Bi- 


nign 
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证 ”由 命题 8.5.1 知 


A= ya, 其 中 , An = 4nTn. 
h=0 
取 4 在 向 量 空间 四 中 的 一 个 补 空间 Bu, 则 有 T= An + Bn( 空 间 的 直 和 )， 
Bn = (Bn : F). 
今 证 , 当 n > 1 时， 


d 
An ED An-izi+ 3, Bn_nfi. (8.5.2) 
j=1 mn 

注意 到 4 是 由 形 如 (8.5.1) 且 次 数 为 n 的 元 素 支 撑 成 的 子 空间 , 故 欲 证 (8.5.2), 只 
要 能 证 , 当 a = tjit e An,t,t 是 单项 式 时 , 必 也 有 a 属于 (8.5.2) 的 右 侧 . 车 t 1， 
则 有 某 个 j, 使 = tzj. 这 时 a=tfit?zj = a'zj 而 a €E An-1, 故 有 ae An-1zj 
若是 女 =1, 则 a=tfi. 这 时 t 是 n 一 ni 次 单项 式 , 故 ni<n 且 


让 (8.5.3) 


故 有 上 = oa +bal e An_nm,bi E Bn -wu 又 因为 m > 1, 又 可 把 fi 写成 fi = 
oz) 其 中 ,cj 或 为 零 或 为 n; 一 1 次 齐 次 多 项 式 . 这 样 ， 注意 到 aicj € A 门 7%_1 = 
了 


An-1, 有 
a=tfi=afit+hfi 
= acr; + hfie DAn-izi + Bn-nfi. 
Ed # 


至 此 便 证 得 (8.5.2). 
令 an = (hn : FF). 显然 (An_izi: F) = (An-1 : F) = ansB (Basnife: F) = 
(Bn-_n :下 ) = Bus, 由 (8.5.2) 便 有 


Qn < dan-1+ >》 Bu- (8.5.4) 
注意 到 an + Bn = (Th : FF) = d", 由 (8.5.4) 便 得 
Bn 2 dBn-1— D po nu- 
ep 
命题 证 完 . | 
下 面 是 有 很 多 重要 应 用 , 都 是 既 简 单 又 非常 有 力量 的 重要 结果 . 
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定理 8.5.1(ToromILIaapenzra(Golod-Shafarevich)) 令 T=Flzi,…,za 是 
玉 上 4 个 不 交换 不 定 元 的 多 项 式 环 . 令 4 是 了 中 齐 次 多 项 式 fi,i = 1,2,3.… 生成 
的 理想 , 其 中 , f; 的 次 数 为 n; > 2, 而 ni 中 等 于 外 的 个 数 < (d 一 1)?/4， 则 T/A 
是 无 限 维 代数 . 

证 车 4=1, 则 (d-12/4= 0, 即 没有 什么 访 , 故 4=0. 此 时 7T/4= 开 显 
然 是 无 限 维 的 . 

今 设 4 > 1. 继续 延 用 命题 8.5.2 中 的 符号 , 有 


(T/A4: F)= D6. 
n=0 
因而 欲 证 定理 只 要 能 知 每 一 B, 关 0 即 可 . 由 于 ni > 2, 故 ho = ANTo = 0,41 = 
ANTi =0. 这 样 fb = 1,B1 = d. 今 对 n 作 归 纳 法 , 证 明 不 等 式 


n—l 
所 区 2 DB. (8.5.5) 


i=0 
由 之 , 并 注意 到 d > 1 的 假设 , 便 知 8,, # 0. 
当 = 1 时 , (8.5.5) 显然 成 立 . 
设 n>1. 由 命题 8.5.2, 有 


Bn > dn-1— 》 Pn_n,. (8.5.6) 
mn 


考察 其 右 侧 中 的 和 》 Bu， 由 于 ni > 2, 故 PB 和 B,_1 不 会 出 现在 该 和 中 . 


msn 
其 次 , 在 该 和 中 Bs 出 现 的 次 数 刚好 等 于 f; 中 其 次 数 等 于 的 个 数 六 ,注意 到 
Tk < (d 一 1)?/4 以 及 n 一 ni<n 一 2, 故 有 


n-2 


站 遍 - 册 条 和 人 站 DB (8.5.7) 


nmin i=0 


n—2 
这 样 , 利用 归纳 法 假设 91 > 工交 以 及 (8.5.6), (8.5.7) 便 有 


i=0 


Bn>dBn-1— 》 Bn_n, 


mn 


d—1 d+1 qd—1)? 
2 ht 


i=0 
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加 _ 1N2N_n-2 
ss tp+ (to 3- ) Te 


2 i=0 


定理 证 完 . | 

下 面 是 关于 Kypom 问 题 的 Tonoa 反 例 . 

定理 8.5.2” 设 下 是 任意 可 数 域 , 则 有 FF 上 无 限 维 代数 , 它 是 舌 零 元 代数 且 
由 3 个 元 素 生成 . 

证 令 T= Flzi,z2,za], 则 TT 是 可 数 集 . 和 上 面 一 样 ,T= T+ 二 Ta 十 … 
令 M = 五 二 下 十 …。 M 是 子 代数 . 当然 M 也 是 可 数 集 , 故 可 把 M 的 元 素 排列 
成 s1,s2,…. 任 取 正 整数 ml > 2, 则 

ST" ET2+T3+ ,ST = $12 + 513 + Slki 其 中 ,su ETD. 
选 正 整数 mz, 使 
522 ETk HI 十 Te +2 十 …， 
sp = 

这 样 继续 下 去 , 可 得 一 组 正 整数 mi,m2,… 以 及 正 整 数 有 < ho < … < 后 <… 
使 


Boktl 二 "二 52k S82, ET 


SE Th sn + Th ta te, 
S17 = Sk tl+ "+ Sk 3 €T. 


令 所 有 si = 1,2,…,j = -1 十 1,…,ki 在 中 生成 的 理想 为 4. 由 上 面 选取 
si 的 做 法 知 , 它们 都 是 具有 不 同 次 数 的 齐 次 多 项 式 , 故 定理 8.5.1 中 的 mk < 1,Vk. 
注意 到 d = 3, 故 有 m < (d 一 1)?/4. 这 样 , 由 定理 8.5.1 知 7/4 是 无 限 维 的 , 因而 
M/4 也 是 无 限 维 的 . 由 上 面 作法 知 , M 中 的 任意 元 素 s;, 有 s?* € 4, 故 代数 M/A 
是 军 零 元 素 的 . M 是 由 3 个 元 素 zi, zz,zs 生成 的 , 故 M/A4 也 是 由 3 个 元 素 生 成 
的 .， | 

下 面 是 关于 Burnside 问题 的 Toxon 反 例 . 

定理 8.5.3 ” 若 p 是 任意 素数 , 则 有 由 3 个 元 素 生成 的 无 限 群 , 此 群 中 每 一 元 
素 的 阶 都 是 p 的 罕 . 

证 取 开 = ,Pp 个 元 素 的 素 域 . 令 M 和 4 顺序 是 T= Flzi,z2,z3] 中 由 定 
理 8.5.2 的 做 法 所 得 到 的 子 代 数 和 理想 . 令 B=T/A,bi= zi+AeB,i=1,2,3. 取 
G 为 1 十 bi,1 十 bz,1+ bs 生成 的 乘法 半 群 . 这 样 G 中 任意 元 素 都 可 写成 1+b, 而 
bE M/A. 由 定理 8.5.2 知 b 是 寡 零 的 , 故 有 n 使 如” = 0, 注意 到 FF 的 特征 为 p, 故 
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(1+0)”" =1+ 加 ”=1， 


即 半 群 G 实际 上 是 一 个 群 且 每 一 元 的 阶 都 是 p 的 罕 . 若 G 是 有 限 群 , 则 群 代数 
FIG] = (G) 是 B 的 有 限 维 子 代数 . 但 又 因为 1 +b; 和 1 都 在 G 中 , 故 FIG] = B. 
这 与 定理 8.5.2 中 说 B = T/A 是 无 限 维 代数 是 矛盾 的 , 故 得 定理 . | 


8.6 Hamilton 代数 


代数 4 的 子 集 按 满足 的 条 件 强 弱 为 序 可 分 为 下 列 5 个 等 级 : 子 空间 、 子 代 
数 、 次 理想 、 理 想 以 及 直 和 项 . 要 求 每 一 满足 较 弱 条 件 的 子 集 都 是 某 一 满足 较 强 
条 件 的 子 集 , 用 这 种 方法 可 以 划分 出 一 些 特殊 的 代数 类 来 . 例如 , 每 一 理想 都 是 直 
和 项 的 代数 , 这 类 代数 在 前 面 已 讨论 过 . 又 如 , 每 一 子 代 数 都 是 理想 的 代数 , 这 是 
与 Hamilton 群 ( 即 每 一 子 群 都 是 正规 子 群 的 群 , 或 称 Dedekind 群 ) 相 平行 的 代数 
类 . 将 称 之 为 Hamilton 代数 . 相应 地 , 把 每 一 子 代数 都 是 左 理想 的 代数 称 之 为 左 
Hamilton 代数 , 其 他 的 还 有 如 每 一 子 代数 都 是 次 理想 的 代数 等 . 类 似 地 , 对 其 他 代 
数 系统 , 如 群 、 环 、Lie 环 与 代数 等 也 可 划分 出 一 些 相应 的 类 去 进行 刻画 . 

本 节 的 目的 在 于 完全 刻画 左 Hamilton 代数 和 Hamilton 代数 , 即 证 明 下 面 的 
两 个 定理 ( 刘 绍 学 , 1964, 1979). 

定理 8.6.1 设 尽 是 域 上 的 结合 代数 且 RR 的 每 一 子 代数 都 是 左 理想 , 则 忆 
是 且 仅 是 下 面 类 型 的 代数 : 

(1) 零 乘 代数 4( 即 42 = 0); 

(2) 一 维 暴 等 代数 (e), 其 中 , e 是 寡 等 元 ; 

(3) (e) @ 4, 其 中 , 42 = 0,e 是 备 等 元 ; 

(4) (e) + 4( 向 量 空间 的 直 和 ), 其 乘法 表 如 下 : ez = e,4e = 0,42 = ,ea = 
avaeE A; 

(5) 4 十 召 ( 向 量 空间 的 直 和 ), 其 乘法 表 如 下 : 4B = B4= 44 = 0a 是 4 中 
一 固定 非 零 元 , bi,ie I 是 非 零 空间 B 的 一 个 F- 基 , 


bib;=PBia, bieF, Vi,jel, 


其 中 , 系数 B; 满足 下 面 的 非 退化 条 件 : 若 W 是 的 任意 有 限 子 集 二 次 型 
DBizziz; 是 非 退 化 的 , 即 车 任 取 ri e 已 ie W, 不 全 是 零 , 则 该 二 次 型 的 值 
ijEW 
不 为 零 ; 

(6) (e) @ (4 十 万 ), 其 中 , 代数 4 十 已 为 如 (5) 中 给 出 者 而 e 是 罕 等 元 . 

定理 8.6.2 ” 设 是 域 上 的 结合 代数 且 RR 的 每 一 子 代 数 都 是 理想 , 则 RR 
是 且 仅 是 定理 8.6.1 内 (1), (2), (3), (5), (6) 中 的 代数 . 
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定理 8.6.2 是 定理 8.6.1 的 推论 . 因为 Hamilton 代数 既是 左 Hamilton 代数 , 又 
是 右 Hamilton 代数 , 而 定理 8.6.1 中 (4) 中 代数 是 左右 不 对 称 的 , 其 余 的 都 是 左右 
对 称 的 , 故 得 . 

下 面 来 证 定理 8.6.1. R 永远 表示 左 Hamilton 代数 ( 简 记 左 五- 代数 ), 并 把 证 
明 分 写成 若干 个 引 理 形式 . 

引 理 8.6.1 ”RR 是 局 部 有 限 的 . 

证 ”由 于 RR 的 每 一 个 元 素 生成 的 子 代数 都 是 左 理想 , 因而 欲 证 引 理 , 只 需 证 
对 任意 o e R, (a) 是 有 限 维 的 . 设 (a) 是 无 限 维 的 , 则 易 见 此 时 a™,n = 1,2… 必 是 
线性 无 关 的 . 考虑 (a?). 由 于 它 是 左 理想 , 故 a3 = a.a2 € (a?), 这 与 un,m = 1,2,…. 
是 线性 无 关 的 相 矛 盾 . 故 得 引 理 . | 

引 理 8.6.2” 若 有 尺 有 非 寡 零 元 , 则 R = (e) + C( 向 量 空间 的 直 和 ), 其 中 , e 是 
笃 等 元 , C 是 寡 零 元 左 H- 代数 且 Ce = 0. 

证 设 ae RR 是 非 蜂 零 元 , 则 (a) 是 含 非 寡 零 元 的 有 限 代数 . 由 定理 2.1.1 和 
定理 2.1.2 知 (a) 中 有 笑 等 元 e. 考虑 尺 关 于 守 等 元 e 的 左 Peirce 分 解 


R= Re+C (向 量 空间 直 和 )， 
其 中 , C = {z- zelz e R} 是 左 理想 , Ce = 0. 由 于 (e) 是 左 理想 , 故 Re = (e), 即 有 
R= (e) +C (空间 的 直 和 ). 


若 C 不 是 寡 零 元 的 , 则 C 中 有 非 寡 零 元 b. 重复 上 面 讨论 知 (b) 中 有 笑 等 元 
el. 由 于 RR 是 左 H- 代 数 , 故 (e1) 是 左 理想 , 因而 有 cel = aei,ae F. 由 eieEC 而 
Ce = 0, 故 得 
0= (ele)el = el(eeli) = el(ael) = ae1. 
因而 a = 0, 即 e,ei 是 互相 正 交 的 霸 等 元 . 这 样 e + el 是 徊 等 元 , 而 (e + e1) 是 一 
维 左 理想 , 此 时 有 
el=el(et+e)=Blet+e), BerF. 
这 与 e, el 必 是 线性 无 关 元 素 相 矛 盾 . 故 C 是 军 零 元 的 . 作为 左 五 -代数 的 子 代 数 ， 
易 见 C 是 左 -代数 . | 
引 理 8.6.3 ”RR 中 寡 零 元 的 寡 零 指数 < 3. 
证 设 ae Ra"=0, 而 a"-!1 关 0,n>3. 令 m 是 (n++1)/2 的 整数 部 分 . 令 
b=a™m, 则 及 =a2m =0. 这 样 (b) 是 一 维 左 理想 ,有 
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由 于 当 n>3 时 ,m+1<n, 故 am+1 关 0, 因 而 a 关 0. 这 样 就 有 a™+" = a"a™ 了 0， 
这 与 on = 0 是 矛盾 的 . 故 n<3. | 

引 理 8.6.4” 设 丸 是 寡 零 元 的 , a,be R 且 a?= 忆 =0, 则 ab= ba=0. 

证 ”由 于 (a), (6b) 都 是 一 维 左 理想 , 故 

ab=Pb,ba=aa, oPerF. (8.6.1) 
此 时 有 
bab = b(Bb) = 0, bab = (aa)b = apb. 

故 af = 0. 由 对 称 性 , 不 妨 设 8 = 0. 此 时 注意 到 + 是 徊 零 元 以 及 引 理 8.6.3, 有 


(a+b)? = ba= oa, 
0= (e+ 中 3 = (a 十 中 .aa = oa, 
故 也 有 a = 0. 引 理 得 证 ， | 
取 引 理 8.6.2 中 的 已 = (e) +C. 令 
4={faeclaz=0}， (8.6.2) 
则 由 引 理 8.6.4, 4 是 子 代数 . 任 取 定 4 在 向 量 空间 C 中 的 一 个 补 子 空间 B, 则 有 
C= A4+B (空间 的 直 和 ). (8.6.3) 


此 时 由 引 理 8.6.3 知 , B 中 非 零 元 素 都 是 军 零 指数 为 3 的 寡 零 元 . 在 下 面 的 讨论 中 ， 
将 C, 4,B 的 意义 如 上 这 样 固定 下 来 . 

引 理 8.6.5 设 RR=(e) 二 4A+B, 则 必 be= eb=0,vbeB. 

证 ”由 引 理 8.6.2 知 be = 0. 其 次 , 取 0 承 be B,(b) 是 以 b 和 如 为 基 的 二 维 
左 理想 , 故 有 

eb=ab+PBb, a,Beh, 
eb? = ab2. 
由 0= beb= ab?, 得 a=0, 即 eb?=0,eb= Bb?. 再 由 
Bb? = eb = eeb = e(Bb)=0 


得 8=0, 即 有 eb=0. | > 
引 理 8.6.6 设 尺 = (e) 十 A+B, 则 或 者 ea =a,vae A, 或 者 ea=0,vae 4. 
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其 中 , 和 E F. 由 (8.6.5), (8.6.6) 有 可 = 二 yi( 本 十 大 十 Bi 妈 ), 即 
ib? = (1 —% — mB)D. 
但 由 (8.6.5), (8.6.6) 知 Yi 闫 0, 故 (1 一 一 %Bi) 关 0, 因而 有 
如 = 5i2， 其 中 ,5 = yi(1 一 % 一 %Bi)-!€ FF (8.6.7) 
任 取 We B, 则 由 (8.6.7) 及 bb; = Bib? = Bi6ib?,bib = 0ib?,0i€ F, 
V=pb+D pib, ppieF 


有 
2 = (yb+ Di) =ab’, a=a(t)erR| 

定理 8.6.1 的 证 明 ” 设 RR 是 左 -代数 . 按 丸 中 是 否 包含 非 寡 零 元 、 察 零 指 
数 为 3 的 罕 零 元 分 别 情形 来 讨论 . 

若 R 无 非 蜂 零 元 和 备 零 指数 为 3 的 守 零 元 , 则 由 引 理 8.6.4, R 是 (1) 中 的 零 
乘 代数 4. 

若 RR 中 有 非 罕 零 元 而 无 知 零 元 , 则 由 引 理 8.6.2, R 是 (2) 中 的 宕 等 代数 (e),e 
是 宕 等 元 . 

若 及 有 非 寡 零 元 而 无 寡 零 指数 为 3 的 守 零 元 , 则 由 引 理 8.6.2 和 引 理 8.6.6, 知 
五 或 是 (3) 中 的 (e) @ 4, 或 是 (4) 中 的 (e) + 4. 

若 无 非 蜂 零 元 而 有 符 零 指数 为 3 的 客 零 元 , 则 由 引 理 8.6.5 前 面 的 讨论 , 知 
= 4+B,B 关 0. 取 B 的 一 个 基 bi,ie 了 .由 引 理 8.6.8 ~ 引 理 8.6.10 有 bib; = 
Bijao, Bij € ,0 ao e A. 由 引 理 8.6.4 和 引 理 8.6.8 有 44 = 0,BA = 0,4B = 0. 
为 了 说 明 Bi; 符合 (5) 中 所 说 的 非 退化 条 件 , 取 元 素 ui € Fie K,K 是 了 的 一 个 
有 限 子 集 , 而 ai 不 全 是 零 . 令 b= 》 aibi, 则 0 关 be B, 即 "是 宕 零 指数 为 3 的 


iEK 
短 零 元 , 故 有 
0 尖刀 = ( bb cam] ao. 


jEK 


因而 
D isBi #0, 
jEK 
即 Bi 符合 非 退 化 条 件 . 故此 时 R 是 (5) 中 的 代数 A + B. 
车 R 有 非 罕 零 元 及 客 零 指数 为 3 的 宕 零 元 , 则 由 引 理 8.6.2 以 及 刚才 的 讨论 ， 
知 有 = (e) 二 (4+ B), 其 中 , 代数 4+B 如 (5) 中 的 代数 . 注意 到 B 关 0 及 引 理 
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8.6.2, 引 理 8.6.5 和 引 理 8.6.7 有 e(4+B) = (A+B)e=0, 故 R= (e)@(4+B), 
即 得 R 是 (6) 中 的 代数 . 

至 此 , 定理 的 必要 性 一 面 证 明 完毕 . 

另 一 方面 , 易 见 (1)~(6) 中 代数 都 是 结合 代数 . (1)~(4) 中 代数 显然 是 左 石 - 代 
数 . 下 面 来 证 明 (5) 中 的 代数 4 + B 是 左 H- 代数. 为 此 只 需 证 A+ B 中 任 一 元 
2z 生成 的 子 代 数 都 是 左 理想 . 若 z & 4, 由 于 (4+ B)z = 0, 故 (z) 是 左 理想 . 若 
2z=a+bhae40 关 be 了 , 则 欲 证 (z) 是 左 理想 , 由 (5) 中 的 乘法 表 , 只 需 证 明 
ao e (z) 就 够 了 . 用 B 的 基 b; 去 表示 b, 则 有 


z=a+》 aib，aueRae4， 
iEK 


其 中 , K 是 工 的 一 个 有 限 子 集 . 由 (5) 中 乘法 表 ， 


z2=| > aiosBi | ao. 
jEK 


由 (5) 中 规定 的 Bi; 符号 非 退 化 条 件 , 故 知 上 式 中 ao 的 系数 不 为 零 , 即 oo e (z). 
这 样 就 证 得 (5) 中 代数 4 + B 是 左 H- 代 数 . 随 之 , 易 见 (6) 中 代数 (e) @ (4+ B) 
也 是 左 五- 代数 . 至 此 定理 全 部 证 完 ， | 

本 节 讨论 左 有 -结合 代数 . 实际 上 对 于 交错 代数 这 些 定理 也 都 是 成 立 的 ( 刘 绍 
学 , 1964, 1979), 对 寡 结 合 代数 则 只 知道 关于 五 -代数 的 定理 是 对 的 (Outcalt, 1967). 
五 - 结合 环 也 已 完全 刻画 了 (Asxpuasos, 1967). 一 些 广义 五 -代数 也 已 刻画 了 ( 刘 
绍 学 , 1982). 然而 左 H- 结合 环 尚未 刻画 , 有 兴趣 的 读者 可 作为 练习 去 做 . 


习 题 


8.1 证明 代数 4, B 的 外 张 量 积 A@r B 与 A, B 的 F- 基 的 选择 无 关 . 

8.2 设 A,B 是 代数 D 的 子 代数 , 而 C = 4 是 4A, B 的 内 张 量 积 . 证 明 C = AB 同 构 
于 代数 4A, B 的 外 张 量 积 . 

8.3 已 知 域 上 代数 4, B. 设 4*, B* 顺序 为 对 4, B 添加 单位 元 之 后 所 得 到 的 已 上 代 
数 . 这 样 ， 4, B 和 其 外 张 量 积 C = A @F B 可 以 自然 方式 同 构 嵌 入 外 张 量 积 4" QF B* = DD 
中 , 证 明 D 的 子 代数 C 是 D 的 子 代数 4, B 的 内 张 量 积 . 

8.4 ”举例 说 明 两 个 Artin 代数 的 张 量 积 不 一 定 是 Artin 代数 . 

8.5 设 Aa,a ez 是 域 上 的 有 限 代数 并 且 它 们 的 维 数 是 有 界 的 . 证 明 A。,a e 了 的 全 
直 和 4 是 一 个 PI- 代 数 . 

8.6 ”说 多 项 式 f 是 代数 4 的 中 心 多 项 式 , 如 果 f(A) 冯 0 且 f(4) 属于 4 的 中 心中 . 证 
明 f(z1,z2) = [z1,z2]? 是 矩阵 代数 Fz 的 中 心 多 项 式 . 
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8.7 ”给 出 满足 下 列 条 件 的 下 上 有 限 互 代数 RR 的 所 有 不 同 构 者 ( 即 在 每 一 互相 同 构 的 代 
数 集中 选 出 一 个 代表 来 ): 

(1) 已 是 复数 域 (实数 域 ); 

(2) 代数 尺 有 如 定理 8.6.1 中 (5) 的 乘法 表 . 

8.8 称 域 上 代数 RR 为 广义 Hamilton 代数 , 如 果 R 的 每 一 非 零 子 代数 都 含有 一 个 非 零 
理想 . 试 刻画 这 类 代数 . 
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研究 带 有 附加 条 件 的 环 与 代数 , 如 中 心 单 代数 、Artin 环 、 本 原 环 等 , 可 得 其 特 
有 的 优美 结果 . 而 研究 带 有 附加 结构 的 环 与 代数 , 如 分 次 环 、Hopf 代数 、 有 序 环 、 
拓扑 环 等 , 同样 如 此 . 后 者 也 是 环 与 代数 理论 的 重要 内 容 . 分 次 环 在 射影 几何 学 、 微 
分 几何 学 、 拓扑 学 、 数 学 物理 等 诸多 数学 分 支 中 都 有 非常 重要 的 应 用 . 本 章 将 介绍 
分 次 环 的 一 些 基本 理论 . 除非 特别 声明 , 本 章 所 提 及 的 环 都 是 么 环 , 并 设 G 为 一 乘 
法 群 ,e 为 G 的 单位 元 , Z 为 整数 加 群 . 


9.1 分 次 环 


本 节 介绍 有 关 分 次 环 的 一 些 基 本 概念 及 其 性 质 , 并 给 出 分 次 环 的 一 些 例子 及 构 
造 . 设 尺 为 环 , M 为 R- 模 , S, N 分 别 为 R,M 的 子 集 , 用 SN 来 记 5S 中 元 与 N 中 
元 的 乘积 的 有 限 和 的 全 体 做 成 的 M 的 子 集 . 
定义 9.1.1 ”车 存在 环 R 的 加 法 子 群 R,,g es G, 使 得 R= @ RR,( 加 群 内 直 
9EG 


和 ) 且 RR C Roh,YVg,h eG, 则 称 RR 为 一 个 G- 分 次 环 . 

设 忆 = 里 BR 为 G- 分 次 环 . 集合 h(R) = U Rs 中 的 元 称 为 R 的 齐 次 元 ， 
Rh, 中 的 非 零 先 ， 称 为 及 的 次 齐 次 元 ， 记 作 de 二 并 称 R, 为 尽 的 9 次 齐 
次 分 支 ， 由 定义 , G- 分 次 环 R 中 的 任 一 元 素 > 均 可 唯一 地 写成 r = 》 rw, 其 中 ， 

9EG 

rg € Rg,Vg e G, 并 且 只 有 有 限 多 个 ro 非 零 . 有 限 集 Supp(7) = {g e Glro 关 0} 称 
为 在 G 中 的 支 集 . 集合 Supp(R) = {g es GIR, 关 0} 称 为 G- 分 次 环 R 的 支 集 . 
车 Supp(R) = {e}, 则 称 R 为 平凡 G- 分 次 环 . 任意 环 R 均 可 看 成 平凡 G- 分 次 环 ， 
其 。 次 齐 次 分 支 为 R, 其 余 齐 次 分 支 错 为 0. 

设 R,S 为 G- 分 次 环 . 若 环 同 态 5: RR 一 S 满足 $(R,) C 5o,Vg & G, 则 称 几 
为 一 个 G- 分 次 环 同 态 . 所 有 G- 分 次 环 及 G- 分 次 环 同 态 关 于 集合 映射 的 合成 作成 
一 个 范畴 . 车 G- 分 次 环 同 态 作 为 集合 映射 为 单 射 ( 满 射 、 双 射 ), 则 称 其 为 G- 分 次 
环 单 同 态 ( 满 同 态 、 同 构 ). 

命题 9.1.1 设 尺 为 G- 分 次 环 . 则 下 列 结论 成 立 : 

(1) 1€ R。 且 R。 为 R 的 子 环 ; 

(2) RR 中 可 逆 g 次 齐 次 元 7 的 逆 元 一:! 为 g-! 次 齐 次 元 . 
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证 (1) 设 1= 》 ro 其 中 ro es Ro, 则 对 任意 zh e Rn 有 zh = zhl 一 
gEG 
znryg. 因为 zhrg e Rng, 所 以 zhro = 0,Ve 关 ge G. 于 是 zrg =0,Vz € Re 
G 

ew 特别 地 , 取 z=1 便 有 ro = 0,ve 坟 geG. 从 而 ,1=reeRe. 因 ReRecRe 
故 Re 为 R 的 一 个 子 环 . 

(2) 设 一 ! = Di 其 中 , (rn e Rn, 则 1=rr-!= Dr Da. 

heG heG 

为 1eRe 且 rr-Dne Ron 所 以 r(r-1)h =0,Vh 关 g-1. 又 r 可 道 , 故 (rn = 
0,Vh 关 g-!. 于 是 r-1 = (reRo- | 

命题 9.1.1 表明 ReRy = RoyRe = R,, 于 是 Rs 为 Re-Re- 双 模 . 

定义 9.1.2 ” 若 G- 分 次 环 R= Bh 满足 RR = Roh,YVg,h e G, 则 称 RR 

gE 

为 一 个 强 G- 分 次 环 . 

命题 9.1.2 设 及 为 G- 分 次 环 . 则 为 强 G- 分 次 环 当 且 仅 当 1€ R,R,-1,Vg e 


@&. 

证 “充分 性 . 车 1 e RoRs-'1,Vg € G, 则 对 于 任意 g,h es G, 有 Ron C5 
(RoyRo- Ron = Bo(Ro- Ron) C RoRn. 于 是 Ron = RoRn, 即 RR 为 强 分 次 环 . 

必要 性 由 Re = RoRs-! 及 命题 9.1.1(1) 立 得 . | 

定义 9.1.3 ”车 G- 分 次 环 R 的 每 个 齐 次 分 支 Re 都 包含 可 逆 元 , 则 称 R 为 一 
个 G- 交叉 积 . 

由 命题 9.1.1 和 命题 9.1.2 知 , 一 个 G- 交叉 积 必 为 一 个 强 G- 分 次 环 . 

定义 9.1.4 ” 设 丰 为 域 , 4 为 F- 代 数 . 车 存在 4 的 已 子 空间 4y,g e G, 使 
得 4= Bh hy An ES Agh,Vg,he G, 则 称 4 为 一 个 G- 分 次 F- 代 数 . 

现在 列举 分 次 环 的 一 些 例子 . 

例 9.1.1 多 项 式 环 . 域 F 上 的 多 项 式 环 R = Fz1,…zm] 为 一 个 如 分 次 
下 -代数 , 其 n 次 齐 次 分 支 R 为 所 有 n 次 齐 次 多 项 式 生 成 的 FF- 向 量 空间 .因为 
Rn = 0,Yn < 0, 所 以 R 不 是 强 乙 分 次 环 . 

例 9.1.2 ”Laurent 多 项 式 环 . 域 上 的 未 定 元 为 z 的 Laurent 多 项 式 环 


R= Fle,s1] = {Bee er 县 只 有 有 限 多 个 非特 } 


mEZ 


关于 加 法 
(5 wm】 十 (= oo = 》 (kn + ln)e™ 


ne nez nez 
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若 G 为 交换 群 , 4, B 为 G- 分 次 F- 代 数 , 则 张 量 积 代数 4@r 卫 为 G- 分 次 已 
代数 , 其 g 次 齐 次 分 支 (A@ B) 为 A4@ B 中 所 有 形 如 an @ bn-1y, 其 中 , h € G， 
an E An,bn-1g € Bn-1g, 的 元 素 生成 的 F- 向 量 空间 . 

注 9.1.1 ”这 里 所 定义 的 分 次 环 此 为 “ 群 分 次 环 ", 然而 其 定义 只 用 到 群 的 乘 
法 . 事实 上 , 完全 可 以 代 群 G 以 半 群 来 定义 “ 半 群 分 次 环 " 及 “ 半 群 分 次 代数 ”. 记 
N 为 非 负 整数 半 群 , 则 例 9.1.1 中 的 多 项 式 环 为 N- 分 次 代数 . 

注 9.1.2 ”在 诸多 数学 分 支 中 出 现 了 各 种 各 样 非常 重要 的 分 次 环 及 分 次 代数 ， 
如 Clifford 代数 、Grassmann 代数 、Koszul 代数 等 , 限于 篇 幅 不 再 列举 . 有 兴趣 的 
读者 可 查阅 相关 文献 . 


9.2 分 次 模 


分 次 模 是 分 次 环 上 的 模 中 特殊 一 部 分 , 通常 尤其 重要 . 本 节 将 介绍 有 关 分 次 模 
的 一 些 基本 概念 及 其 性 质 . 

定义 9.2.1 设 忆 为 G- 分 次 环 . 若 对 于 左 R- 模 M 存在 加 法 子 群 Mo,g e G， 
使 得 M = BM RM E Man vg,h eG, 则 称 M 为 一 个 G- 分 次 左 R- 模 . 

设 M Om 为 G- 分 次 左 R- 模 . 集合 h(M) = 出 My 中 的 元 称 为 M 的 
齐 次 元 , Mo 中 的 非 办 元 m 称 为 M 的 9 次 齐 次 元 , 记 作 ns = 9, 并 称 Mo 为 M 
的 9 次 齐 次 分 支 . 由 定义 , M 中 的 每 个 元 素 m 均 可 唯一 地 写成 m = 》 my, 其 中 ， 

9EG 
mg € Mo 且 只 有 有 限 个 非 零 . 有 限 集 Supp(m) = {gE Glmg 关 0} 称 为 m 在 G 中 
的 支 集 . 集合 Supp(M) = {gE G|Ms 关 0} 称 为 G- 分 次 左 R- 模 M 的 支 集 . 

设 M,N 为 G- 分 次 左 R- 模 . 若 左 R- 模 同 态 $: M 一 NN 满足 Mo) C 
No,Vg e G, 则 称 4 为 一 个 G- 分 次 左 R- 模 同 态 . 从 M 到 N 的 所 有 G- 分 次 左 R- 
模 同 态 的 集合 记 为 HomR-s (M,N), 其 为 Homn(M, N) 的 加 法 子 群 . 所 有 G- 分 次 
左 尼 模 及 所 有 G- 分 次 左 R- 模 同 态 关 于 集合 映射 的 合成 做 成 一 个 范畴 , 称 为 G- 分 
次 左 R- 模 范畴 , 记 作 Rgr. 若 G- 分 次 左 R- 模 同 态 作为 集合 映射 为 单 射 ( 满 射 、 双 
射 ), 则 称 其 为 G- 分 次 左 R- 模 单 同 态 ( 满 同 态 、 同 构 ). 

类 似 地 , 可 定义 G- 分 次 右 R- 模 、G- 分 次 右 尼 模 同 态 、G- 分 次 右 R- 模 范畴 
gr-R. 不 难 证 明 , G- 分 次 右 R- 模范 畴 与 Goz- 分 次 左 Rep- 模范 畴 及 G- 分 次 左 Ro?- 
模范 畴 同 构 ( 见 例 9.1.5). 因此 , 只 陈述 关于 G- 分 次 左 R- 模 的 结论 , 关于 G- 分 次 右 
RR- 模 的 类 似 结果 可 平行 得 到 , 不 再 袭 述 . 

对 于 任意 ge G 及 M € R-gr, 定义 G- 分 次 左 R- 模 加 =- 四 Mg， 其 中 ， 


Ml[gjh = Mng,Vh es G, 称 之 为 M 的 9- 平移. 对 任 一 ge G, 定义 函 子 5, : R-gr 一 R- 
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gr, 其 作用 M 为 Mlg], 作用 同 态 不 变 , 即 5S,(M) = Mlg], 5,($) = $,YM € R-gr, 
$ EHomR-gr(M,NN). 显然 , SgSh = Soh, SSy -= Sy-15g = Se = 1,Vg,he G. 特别 
地 , 5, 为 R-gr 的 自 同 构 , Yg € G. 

设 RR 为 G- 分 次 环 , M,N 为 G- 分 次 左 R- 模 . 若 存 在 ge G 使 得 R- 模 同 态 
9 : M 一 NN 满足 9(Mh) C Nng,Vh es G, 则 称 9 为 一 个 g 次 G- 分 次 左 R- 模 同 
态 . 从 M 到 N 的 所 有 9 次 G- 分 次 左 R- 模 同 态 的 集合 记 为 Homr(M, NN),, 其 为 
HomR(M,N) 的 加 法 子 群 . 显然 , 作为 HomR(M, N) 的 加 法 子 群 


HOMR(M, N)。= Homn-e(M, N), 


并 且 
HOMR(M, N)s = HomR-gr(M, N[g]) = Homa-sr (Mlg-1], N). 
令 HOMR(M, N) = >》 HOMR(M,N)o 则 HOMR(M, N) = @ HOMa(M, N),, 沁 
9EG gE 
也 是 Homa(M, N) 的 加 法 子 群 . 设 $:M 一 N 和 少 :N 一己 分 别 为 9 次 和 六 次 
G- 分 次 左 R- 模 同 态 , 则 它们 的 合成 yo9: M 一 己 为 gh 次 分 次 R- 模 同 态 . 于 是 
HOMR(M, N) 关于 乘法 %* 俏 = 沙 ed 作成 一 个 G- 分 次 环 , 记 作 ENDr(M). 
命题 9.2.1 设 M,N ER-gr, 则 


HOMR(M,N) = {6 € Homr(M,NN)| 存在 G 的 有 限 子 集 五 使 得 有 
4Mo) E YD, Non, Vg € G}. (9.2.1) 
heH 
证 设 peHOMR(M,N), 则 存在 g1,…,gt e G 使 得 6 = pg, 十 … 十 yi， 
其 中 ， wo，eHOMR(M,N)w，VYi = 1…, 显然 ,，$ 满足 (9.2.1)， 反 过 来 , 设 
9 EHomR(M, N) 满足 (9.2.1). 对 任意 mg <s My, 由 (9.2.1) 得 p(mg) = Dnm,gn, 
heH 
其 中 , mm,,gh e Non, 由 ms 唯一 确定 . 对 任意 he 及, 定义 B14(mg) = nim,,gh. 显然 ， 
$n EHOMR(M, N)n 且 6= 》 加: 于 是 peEHOMR(M,N). | 
heH 
推论 9.2.1 设 忆 为 G- 分 次 环 . 若 G 为 有 限 群 , 则 HOMR(M,N) =HomR(M， 
N), VM, N € R-gr. 
推论 9.2.2 ” 设 忆 为 G- 分 次 环 , M,N 为 G- 分 次 左 R- 模 . 车 M 是 有 限 生成 
左 RR 模 , 则 HOMR(M,N) =Homr(M,N). 
证 设 M 由 mi,…,mz 生成 , 并 假定 mu,… ,mz 是 次 数 分 别 为 g1,… ,gt 的 


非 零 齐 次 元 .对 任意 ye Homa(M,N), 设 lm) = 5 now, 其 中 ,nos E 区 


j=1 
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令 五 = {gi gsll < i< 41<j< si}. 要 证 明 (Ms) < 》 Novg e G 事实 
heH 
'。 


上 , 对 任意 mg < Mo, 有 mg = > rimsi, 其 中 , ri e h(R) 且 degri = gg;!, 于 是 


i=1 
t 人 7 
4no) = > rig(mi) = DD rings. 因 degring,, = gg7 1gi, 故 ring,, € No 其 
i=1 这 1 j=1 
中 , h = g7 gy. 于 是 9(mg) se 》， Non, 从 而 9(My) C 》 Now,vg e G. 再 应 用 命 
heH heéH 
题 9.2.1 即 可 . | 


下 面 给 出 分 次 模 的 一 些 构造 . 
例 9.2.1 ” 商 模 . 若 G- 分 次 左 R- 模 M 的 左 尺子 模 N 满足 N = DNNnm,), 


9EG 
等 价 地 , N = BNNM,), 则 称 N 为 M 的 一 个 分 次 子 模 . 若 N 为 G- 分 次 左 R- 模 
gE 
M 的 一 个 分 次 子 模 , 则 商 模 M/N 也 是 一 个 G- 分 次 左 R- 模 , 其 g 次 齐 次 分 支 
(M/N)s = (My + N)/N. 
定义 9.2.2 设 忆 和 5 为 G- 分 次 环 . 若 RS- 双 模 M 满足 
(1) M = 外 Mo, 其中, My 为 M 的 加 法 子 群 ; 
9EG 


(2) ReoMhS ES Mom,Vg,h,le G, 则 称 M 为 一 个 G- 分 次 R-S- 双 模 . 

例 9.2.2 ” 张 量 积 . 设 RR 为 G- 分 次 环 , M egr-R,N e R-gr. 将 整数 环 Z 看 成 
平凡 G- 分 次 环 , 则 M en NeZ gr, 其 g 次 齐 次 分 支 MBR NN), 为 M&@nN 的 由 
所 有 形 如 mn @ mn-io 其 中 ,he G, mn € Mn,nn-1g e N_i; 的 元 素 生成 的 加 法 子 
群 . 车 N 为 G- 分 次 R-5- 双 模 , 则 M ga N 有 自然 的 G- 分 次 右 5- 模 结构 . 若 M 
为 G- 分 次 T-R- 双 模 , 则 M Ba N 有 自然 的 G- 分 次 左 T- 模 结构 . 若 M 为 G- 分 
次 T-R- 双 模 且 N 为 G- 分 次 R-S- 双 模 , 则 M Ban N 有 自然 的 G- 分 次 T-5- 双 模 
结构 . 

例 9.2.3 ”过 滤 环 及 过 滤 模 . 若 存在 环 R 的 加 法 子 群 升 链 {RIi e 了 Z} 使 得 
1 € FoR, (FiR)(FjR) C FitjR,Vi,j € Z, 则 称 R 为 一 个 过 滤 环 , 并 称 {FRIi e ZZ} 
为 的 一 个 过 滤 . 

设 RR 为 过 滤 环 . 若 存在 左 R- 模 M 的 加 法 子 群 升 链 {FiMli E Z}, 使 得 
(FiR)(F;M) S FitjM,Vi,j eZ, 则 称 M 为 一 个 过 滤 左 R- 模 , 并 称 {FiMlie ZZ} 为 
M 的 一 个 过 滤 . 

设 R 为 过 滤 环 , M 为 过 滤 左 R- 模 . 考虑 加 法 群 G(R) = 四 (FR/F_1R) 和 
G(M) = BEM/F-M). 车 re FR, 则 用 7, 记 7 在 GD), = FpR/F»p_iR 

i€: 


-204 第 9 章 分 次 环 


中 的 象 . 车 mm e FM, 则 用 mp 记 m 在 G(M)。 = FpM/Fo-_1M 中 的 象 . 若 ” € 
Rm € FM, 则 定义 rimj = (rm)itj, 并 将 此 乘法 扩充 为 Z- 双 线性 映射 Uniz : 
G(R) x G(M) 一 G(M), 则 nna 定义 了 G(R) 上 的 乘法 , 于 是 G(R) 成 为 一 个 忆 
分 次 环 , 而 G(M) 成 为 一 个 到 分 次 左 G(R)- 模 . 通常 称 忆 分 次 环 G(R) 为 与 过 滤 
环 RR 相伴 的 分 次 环 . 

反 过 来 ,车 且 为 Z 分 次 环 ,M 为 忆 分 次 左 R- 模 , 则 定义 R= 里 Ri 及 FM= 


外 Mi,Yp e Z. 于 是 R 可 视 为 过 滤 环 而 M 可 视 为 过 滤 模 . 此 外 ， 作为 G- 分 次 环 


G(R) = RR. 车 将 G(R) 与 局 等同, 则 有 G- 分 次 左 R- 模 同 构 G(M) 兰 
注 9.2.1 “过 滤 环 及 过 滤 模 的 理论 也 相当 丰富 ， 有 类 起 的 妹 考 本 帮 亲 文 
(Nastisescu et al., 1982). 


9.3 分 次 Jacobson 根 


在 普通 环 论 中 环 的 Jacobson 根 非常 重要 , 关于 分 次 环 还 有 同样 重要 的 分 次 
Jacobson 根 . 本 节 将 给 出 有 关 分 次 Jacobson 根 的 一 些 基 本 概念 及 其 性 质 ， 本 节 
总 设 已 为 G- 分 次 环 , 并 简称 G- 分 次 左 R- 模 为 分 次 模 . 

定义 9.3.1 “所 有 非 零 齐 次 元 都 可 逆 的 分 次 环 称 为 分 次 除 环 . 

例 9.3.1 ”Laurent 多 项 式 环 FIz,z-!] 为 忆 分 次 除 环 , 但 不 是 除 环 (见习 题 
9.4). 更 一 般 地 , 域 上 的 群 代数 FG 为 G- 分 次 除 环 . 

定义 9.3.2 ”若非 零 分 次 模 M 除了 0 和 它 本 身 外 没有 其 他 分 次 子 模 , 则 称 M 
为 分 次 单 模 . 分 次 单 模 的 直 和 称 为 分 次 半 单 模 . 

命题 9.3.1( 分 次 情形 的 Schur 引 理 ) ” 设 M 为 分 次 单 R- 模 , 则 ENDr(M) 为 
分 次 除 环 . 

证 设 0#9eE(ENDr(M))s, 则 weEHomR-gr(M,M[g]). 于 是 kerd 与 Imy 分 
别 为 M 与 M[g] 的 分 次 子 模 . 因 M 及 M[g] 为 分 次 单 模 且 5 承 0, 故 kerg = 0， 
Img = M, 即 6:M 一 Mlg] 是 一 个 G- 分 次 左 R- 模 同 构 . | 

定义 9.3.3 ” 设 N 为 分 次 模 M 的 分 次 真子 模 . 若 M/N 为 分 次 单 模 , 即 M 
的 包含 N 的 分 次 子 模 或 为 M 或 为 N, 则 称 N 为 M 的 分 次 极 大 子 模 . 

定义 9.3.4 ”车 分 次 模 M 无 分 次 极 大 子 模 , 则 定义 M 的 分 次 Jacobson 根 为 
M. 否则 , 称 M 的 所 有 分 次 极 大 子 模 的 交 为 M 的 分 次 Jacobson 根 . 记 M 的 分 次 
Jacobson 根 为 JG(M). 

类 似 地 , 可 定义 分 次 右 模 的 分 次 Jacobson 根 . 

命题 9.3.2” 设 M 承 0 为 有 限 生 成 分 次 R- 模 . 则 M 有 分 次 极 大 子 模 , 从 而 
Ja(M)  M. 特别 地 , R 有 分 次 极 大 左 理想 , 从 而 分 次 单 R- 模 存在 . 
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证 "只 需 证 明 M 有 分 次 极 大 子 模 . 更 强 地 , 证 明 M 的 每 个 分 次 真子 模 N 都 
包含 在 M 的 一 个 分 次 极 大 子 模 中 设 M 由 mma,…,m 生成 . 若 记 S 为 M 的 包 
含 N 的 分 次 真子 模 的 集合 , 则 N es, 即 8 非 空 . 如 果 {Li} 为 8 中 一 个 升 链 , 那么 
ULi 为 M 的 包含 N 的 分 次 子 模 . 假设 UL; = M, 则 每 个 mj 都 包含 在 某 个 忆 ， 
中 . 取 Ls 为 Ln,…, Lss 中 最 大 者 , 则 Lk 包含 mi mi, 从 而 Ls = M. 这 与 
Lx 为 M 的 分 次 真子 模 矛 盾 , 故 U Li e S. 由 Zorn 引 理 , 8 中 有 极 大 元 , 其 为 M 的 
分 次 极 大 子 模 且 包含 N，。 | 

命题 9.3.3 ” 设 M 为 分 次 R- 模 . 则 Jo(M) = 门 kerg = 门 kerw, 其 中 ,NN 取 

Ng Ny 


遍 所 有 分 次 单 R- 模 , $ 取 遍 Homp-sr(M,N) 中 所 有 元 , 取 遍 HOMA(M,N) 中 所 
有 元 . 

证 分 次 模 M 的 分 次 极 大 子 模 工 必 为 典范 分 次 模 同 态 M 一 M/ 的 核 . 反 
之 , M 到 任意 分 次 单 模 的 非 零 分 次 模 同 态 的 核 必 为 M 的 分 次 极 大 子 模 , 故 前 一 等 
号 成 立 . 因 HompR-gr(M, N[g]) C HOMR(M,N), 故 门 kerg 2 门 kerw. 反之 , 对 任 

Ng Ny 
意 w = 2 如 e HOMR(M, N)= 四 Homne(M,NI), 都 有 kerw 2 门 kerw 从 
.EC 9EG gEG 


而 站 kerp S 站 kerw, 故 后 一 等 号 成 立 ，| 
NG Ny 


命题 9.3.4 ” 设 M,N 为 分 次 RR- 模 , % € Homn-sr(M,N), 则 $(Ja(M)) <c 
Jo(N). 
证 车 NN 无 分 次 极 大 子 模 , 则 Jo(N) = N, 结论 自然 成 立 . 车 工 是 N 的 一 个 
分 次 极 大 子 模 , 则 映射 6 : M 一 N/L,m 9(m) 十 工 为 分 次 模 同 态 . 因 Imd' 或 为 
0 或 为 N/L, 故 kerd' 或 为 M 或 为 M 的 分 次 极 大 子 模 . 于 是 JG(M) ckerp'. 从 而 
$(Jae(M)) EL. 因此 $(Jo(M)) SE Je(N). | 

引 理 9.3.1 ”任意 分 次 R- 模 M 的 零 化 子 Annp(M) = {r e RIrM = 0} 都 是 
RR 的 分 次 理想 . 

证 众所周知 , Amna(M) 为 的 理想 .此 外 ,对 任意 aeAnna(M) 因 (2a) Mi 

EG 


二 0,Vhe G, 故 agMn 二 0,Yg,heG. 从 而 ooM = 0, 即 an eAnnn(M), VgeG. 于 
是 了 为 已 的 分 次 理想 | 

命题 9.3.5” 设 忆 为 G- 分 次 环 . 

() Je(RR) = mwAnna(N), 其 中 , N 取 遍 所 有 分 次 单 R- 模 ; 

(2) Jc(aR) 是 分 次 理想 ; 

(3) Jec(aR) 是 已 的 满足 性 质 “车 a e h(R) 且 a+ 了 在 R/T 中 可 逆 , 则 可 
逆 ” 的 最 大 分 次 真理 想 太 
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(4) Ja(raR) = Jo(Rae). 

证 (1) 设 了 为 R 的 分 次 极 大 左 理想 , 则 R/T 为 分 次 单 模 . 于 是 左 侧 包含 右 
侧 . 反 过 来 , 设 N 为 分 次 单 R- 模 , 则 存在 ge G,n e Ng 使 得 nn 取 0. 因 N 是 分 
次 单 模 , 故 N=Rn. 若 Anng(n):= fr e RIrn = 0} 不 是 R 的 分 次 极 大 左 理想 , 则 
存在 RR 的 分 次 极 大 左 理想 I 使 得 Annp(n) CTC R. 于 是 0c InC Rn=N. 
因 N 是 分 次 单 模 , 故 N = In， 于 是 对 任意 r e R 存在 ie 了 使 得 rn = in, 即 
7 一 iE Anna(n) CT 从 而 R= 了 矛盾. 因此 Anna(n) 必 为 R 的 分 次 极 大 左 理想 . 
于 是 AnnR(N) = NN Anna(n) 为 R 的 一 些 分 次 极 大 左 理想 的 交 ， 从 而 右 侧 包 含 
左 侧 . : 

(2) 由 (1) 及 引 理 9.3.1 知 JG(RR) 为 分 次 理想 之 交 , 从 而 为 分 次 理想 . 

(3) 先 证 JG(RR) 是 R 的 满足 性 质 “车 ae h(R) 且 a+T 在 R/T 中 可 逆 , 则 a 
可 逆 " 的 分 次 真理 想 . 设 5: R 一 R/Ja(RR) 为 典范 环 同 态 , os h(R) 且 a+.Ja(RR) 
在 R/Jo(rR) 中 可 北 . 假设 Ra # R, 则 存在 R 的 包含 Ra 的 分 次 极 大 左 理想 M. 
因 Jo(RR) C M 且 6(a) 可 道 , 故 R= M, 矛盾 . 因此 Ra = R, 即 存在 be R 使 
得 ba = 1. 不 妨 设 be h(R). 因 0(h) 为 (a) 在 R/Jo(RR) 中 的 逆 , 同 理 可 证 存在 
cEh(R) 使 得 cb=1= ba. 从 而 a =c, 即 a 在 RR 中 可 北 . 

下 证 Jo(RR) 是 具有 此 性 质 的 最 大 分 次 理想 . 假设 工 是 R 的 具有 该 性 质 的 分 
次 理想 且 I Ja(RR), 则 存在 R 的 分 次 极 大 左 理想 M I. 于 是 M +T= R. 从 
而 存在 ae M,be1 使 得 a+b=1. 因 1+1=a+1, 故 由 了 所 满足 的 性 质 得 a 在 
RR 中 可 逆 . 因此 M = R, 矛盾 . 于 是 TC Ja(rR). 

(4) 类 似 (3) 可 证 明 JG(Ra) 也 是 RR 的 满足 性 质 “车 ae h(R) 且 a+T 在 RAT 
中 可 道 , 则 a 可 逆 ” 的 最 大 分 次 真理 想 . 故 JG(RR) = Jo(Rr). | 

定义 9.3.5 “分 次 环 RR 的 分 次 理想 JG(RR) = Jc(RA) 称 为 R 的 分 次 Jacobson 
根 . 记 为 Jo(R). 

命题 9.3.6( 分 次 情形 的 Nakayama 引 理 ) ”车 M 头 0 为 有 限 生成 分 次 R- 模 , 
则 Jo(R)JM #M. 

证 ”由 命题 9.3.5(1) 知 , 对 任意 分 次 单 模 N 均 有 Jc(R)N = 0. 因 M 关 0 为 
有 限 生成 分 次 R- 模 , 故 M 有 分 次 极 大 子 模 . 令 工 为 M 的 一 个 极 大 分 次 子 模 , 则 
Ja(R)(M/L)=0. 于 是 Jo(RJMCL#M. | 

注 9.3.1 ”分 次 环 RR 的 分 次 Jacobson 根 JG(R) 与 其 Jacobson 根 J(R) 之 间 
关系 密切 , 如 当 G 为 有 限 群 时 , Jc(R) C J(R),J(R)ISI Cc Jo(R); 车 IG| 在 RR 中 可 
道 , 则 Jo(R) = J(R). 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 (Cohen et al., 1984; Nastasescu et 
al., 1836). 
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9.4 分 次 Artin 环 


本 节 将 介绍 分 次 Artin 环 及 分 次 半 单 环 , 给 出 分 次 情形 的 Hopkins 定理 、 分 次 
半 单 环 的 结构 定理 、 分 次 情形 的 Wedderburn-Artin 定理 . 

定义 9.4.1 ”车 G- 分 次 环 R 上 的 G- 分 次 左 R- 模 M 满足 分 次 子 模 的 升 
( 降 ) 链条 件 , 等 价 地 极 大 (小 ) 条 件 , 则 称 M 是 一 个 分 次 左 Noether(Artin) 模 . 若 
G- 分 次 环 R 本 身 作为 左 R- 模 是 分 次 左 Noether(Artin) 模 , 则 称 R 为 一 个 分 次 左 
Noether(Artin) 环 . 

类 似 地 , 可 定义 分 次 右 Noether(Artin) 模 及 分 次 右 Noether(Artin) 环 . 

类 似 非 分 次 情形 ( 见 引 理 6.4.2), 有 

引 理 9.4.1 ” 设 M 为 分 次 ( 左 或 右 )R- 模 , N 为 M 的 分 次 子 模 , 则 M 为 分 次 
Noether(Artin) 模 当 且 仅 当 N 与 M/N 同 为 分 次 Noether(Artin) 模 . 

命题 9.4.1 若 民 为 分 次 左 Noether(Artin) 环 , 则 R。 为 左 Noether(Artin) 环 . 

证 车 工 为 Re 的 一 个 左 理想 , 则 大 在 R 中 生成 的 分 次 左 理想 为 L = 
I@( DB, RoL。). 假设 R。 有 无 限 左 理想 真 升 ( 降 ) 链 , 则 R 有 元 限 分 次 左 理想 


真 升 ( 降 ) 链 ， | 

下 面 介绍 一 种 特殊 的 分 次 左 ( 右 )Artin 环 , 即 分 次 半 单 环 . 

定义 9.4.2 ”车 G- 分 次 环 R 本 身 作为 分 次 左 R- 模 可 以 分 解 成 分 次 极 小 左 理 
想 (等 价 地 , R 的 分 次 单子 模 ) 的 直 和 ， 


R= @ 1 (9.4.1) 

则 称 为 分 次 左 半 单 环 . 若 分 解 (9.4.1) 还 满足 HOMR(Zi 万 ) #0,Vi,j € {1,…,n}， 
等 价 地 , 对 任意 i,j < {1,…,n} 存在 gi; e G, 使 得 作为 分 次 左 R- 模 工 ; Li;[gij]， 
则 称 R 为 一 个 分 次 左 单 环 . 若 分 次 左 单 环 R 有 分 解 (9.4.1), 并 且 作为 分 次 左 R- 模 
工人 Lj,Vi,j E {1,…,n}, 则 称 R 为 分 次 一 致 左 单 环 . 

类 似 地 , 可 定义 分 次 右 半 单 环 、 分 次 右 单 环 、 分 次 一 致 右 单 环 . 

例 9.4.1 ”分 次 除 环 为 分 次 一 致 左 ( 右 ) 单 环 . 事实 上 , 分 次 除 环 只 有 平凡 的 分 
次 极 小 左 ( 右 ) 理想 . 

定理 9.4.1( 分 次 半 单 环 、 分 次 单 环 、 分 次 一 致 单 环 的 左右 对 称 性 ) ”分 次 环 R 
是 分 次 左 半 单 的 (分 次 左 单 的 、 分 次 一 致 左 单 的 ) 当 且 仅 当 它 是 分 次 右 半 单 的 (分 
次 右 单 的 、 分 次 一 致 右 单 的 ). 

证 设 R 是 分 次 左 半 单 环 并 有 分 次 极 小 左 理想 分 解 (9.4.1)， 因 DLi,i= 


JI#i 
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1,…,n 为 R 的 分 次 极 大 左 理想 , 且 它 们 的 交 为 0, 故 Jc(R) = 0. 令 1= > ei, 其 


i=1 


中 , ei € (Die 则 ei(i = 1,…,n) 为 R 的 正 交 知 等 元 且 L; = Rei. 因 Rei 为 分 次 单 
模 , 故 ENDAR(Rei) seiRei 为 分 次 除 环 . 显然 Ra = 续 eiR. 故 只 需 证 明 ciR 为 分 
i=1 


次 极 小 右 理想 . 事实 上 , 若 0 关 L'C eiR 为 R 的 一 个 分 次 右 理想 , 则 ei 忆 = 乙 地 0. 
假设 eiL'e; = 0, 那么 (eiL)? = 0. 于 是 eiL' C Je(R) = 0( 见 习题 9.6), 矛盾 . 从 
而 , eiL'e; 关 0， 因 为 (eiL/ei)(eiRei) C eiL'ei, 所 以 eiL'ei 为 eiRei 的 一 个 分 次 
右 理想 . 而 eiRei 为 分 次 除 环 , 故 eiL'e; = eiRei， 于 是 ei = eil'ei; € eiL', 从 而 
GRCeLR=LRCL, 即 有 LL = eiR. 

设 RR 是 分 次 左 单 环 . 则 存在 gj e G 使 得 作为 分 次 左 R- 模 Rei 兰 (Rei)[gi]. 
于 是 存在 gi; 次 分 次 左 R- 模 同 态 dj : Rei 一 Rei, 使 得 时 9 = 1,Vi,j = 1,…… ,nn. 
又 HOMR(Rei, Rejy)g,, 衬 (eiRej)g,, 故 存在 ri € (eiRej)g。， 使 得 bij(ei) = ri 且 
rarii = eV = 1,…,n. 而 (eiRej)g,, 衬 HOMR(ejR,eiR)g,,, 故 存在 gi; 次 分 次 
右 尼 模 同 态 wj; : ejR 一 eiR, 使 得 wji(e;)=Tij 且 wii =1, 即 作 为 分 次 右 R- 模 
eR (eiR)[g9i], Vi = 1 

设 是 分 次 一 致 左 单 环 . 则 同上 可 证 R 是 分 次 一 致 右 单 环 ， | 

Noether(Artin) 环 不 具有 左右 对 称 性 (见习 题 6.2 和 习题 6.3), 故 分 次 Noether 
(Artin) 环 也 不 具有 左右 对 称 性 . 

类 似 定理 6.4.3, 有 

命题 9.4.2 ”分 次 环 RR 为 分 次 半 单 环 当 且 仅 当 其 上 的 模 均 为 分 次 半 单 模 . 

证 ”充分 性 . 因 RR 为 分 次 半 单 模 , 故 其 为 有 限 个 分 次 单 模 的 直 和 . 于 是 为 
分 次 半 单 环 . 

必要 性 ， 设 R = @F 为 R 的 分 次 极 小 左 理想 直 和 分 解 ，M 为 分 次 R- 模 . 


则 M = RM = 并 六 cm 因 Lim 为 Lildegm] 的 分 次 模 同 态 象 , 故 其 或 为 零 


mEM i=1 
或 为 分 次 单 模 , 于 是 M 为 分 次 单 模 的 和 . 使 去 重复 的 和 项 即 得 M 为 分 次 单 模 的 
直 和 . | 


定理 9.4.2( 分 次 情形 的 Hopkins 定理 ) ”车 RR 是 分 次 左 Artin 环 , 则 其 必 为 分 
次 左 Noether 环 . 


证 RR 为 分 次 左 Artin 环 , 故 .je(R) 为 有 限 个 分 次 极 大 左 理想 的 交 . 设 
Je(R) = 和 Wi, 其 中 ，M 为 R 的 分 次 极 大 左 理想 . 则 存在 分 次 左 R- 模 单 同 态 
i=1 
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R/Je(R) =R/ 让 有 @ R/Mi、 因 分 次 半 单 模 的 分 次 子 模 亦 为 分 次 半 单 的 ( 见 


习题 9.7), 故 Re 为 分 次 半 单 左 RR- 模 , 从 而 为 分 次 半 单 左 R/Ja(R)- 模 . 于 
是 R/Jc(R) 为 分 次 半 单 环 . 因 降 链 Jc(R) 2 Ja(R)? 2 … 2 Jo(R)" 人 2 … 必 
稳定 , 故 存在 n e N 使 得 Jc(R)"” = Jo(R)"+! = 假设 JG(R)" # 0， 则 在 
在 齐 次 元 re Jc(R)" 使 得 Jc(R)"z # 0. 地 了 开光 元 ze Jc(R)" 使 得 Rr 关 
于 性 质 “ .JG(R)"Rz = Jc(R)"z 关 0" 极 小 . 因 Jc(R)"+lz = Jc(R)"z 0, 故 
存在 齐 次 元 a € Jc(P) 使 得 Jo(R)"az #0. 由 分 次 情形 的 Nakayama 引 理 得 
Raz C Jo(R)z C Rz. 利用 Rz 的 极 小 性 得 az = 0, 矛盾 . 因此 Jao(R)" = 0. 对 于 
任意 i 二 1,2,…,n 一 1, 因 Jo(R)i/Jc(R)i+! 被 Ja(R) 零 化 , 故 其 为 R/Jo(R)- 模 . 
而 R/Jo(R 局 是 分 次 半 单 环 由 命题 9.4.2 知 Jc(R)JiJG(R)i1 均 为 分 次 半 单 模 . 再 
由 引 理 1 和 它们 也 是 分 次 Artin 模 , 于 是 为 有 限 个 分 次 单 模 的 直 和 , 从 而 必 为 分 次 
Noether 模 . 再 次 应 用 引 理 9.4.1 得 RR 为 分 次 Noether 模 . | 

由 定理 9.4.2 的 证 明 得 

推论 9.4.1 “分 次 左 Artin 环 RR 的 分 次 Jacobson 根 Ja(R) 是 军 零 的 , 即 存在 
正 整 数 n 使 得 JG(R)" = 0. 从 而 , JG(R) © J(R). 

定理 9.4.3 ”为 分 次 半 单 环 当 且 仅 当 RR 为 分 次 左 ( 右 )Artin 环 且 Ja(R) =0. 

证 ”充分 性 . 因 RR 为 分 次 左 Artin 环 , 故 Jc(R) 为 有 限 个 分 次 极 大 左 理想 的 


交 . 设 0= Ja(R) = 失 Mi, 其 中 , Mi 为 R 的 分 次 极 大 左 理想 , 则 存在 分 次 左 RR- 模 
i=1 


单 同 态 R= R/Ja( 且 = RR/ 由 Mi 一 电 RM 因 分 次 半 单 模 的 分 次 子 模 亦 为 分 
次 半 单 的 , 故 及 为 分 次 半 单 左 及 模 , 即 为 分 次 半 单 环 

必要 性 . 设 及 = 蝎 为 及 的 分 次 极 小 左 理想 直 和 分 解 , 则 MO := @@ [为 
RR 的 分 次 极 大 左 理想 ,Vi 一 1,…,n. 它们 的 交 为 零 , 故 Jo(R) = 0. 因 分 次 半 单 模 
RR 的 分 次 子 模 必 分 次 半 单 且 为 其 分 次 直 和 项 (习题 9.7), 并 且 的 分 次 单 模 直 和 分 
解 具有 唯一 性 (见习 题 0.8), 故 及 的 分 次 子 模 降 链 必 稳定 . 从 而 玉 为 分 次 左 Artin 
环 . 当然, 此 处 也 可 通过 “分 次 合成 列 ” 的 方法 来 证 明 ， | 


定理 9.4.4( 分 次 半 单 环 的 结构 定理 ) ”分 次 环 玉 为 分 次 半 单 环 当 且 仅 当 忆 为 
有 限 个 分 次 单 环 的 直 和 |. 


证 “充分 性 显然 , 下 证 必要 性 . 设 RR 为 分 次 半 单 环 且 有 分 解 (9.4.1). 按照 平移 
分 次 同 构 关系 将 这 些 ;分 成 一 些 等 价 类 , 即 设 R 二 四 的 Ly, 其中, [iy 为 的 分 
BE 


次 极 小 左 理想 , 满足 对 任意 1< i 了 k<s 及 1< jl<ti, 存 在 gijt eG 及 分 次 模 同 
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构 Li Lalgi, 且 作 为 分 次 模 Lj Lulgl,vge G. 令 Ri = 的 Lysvi=1…，,s. 
六 1 


对 任意 r, e Rs, 有 分 次 模 满 同 态 Lij[g] 一 Lijrg,aij m aijrg. 因 Lij 为 分 次 单 模 ， 
故 Lij[g] 为 分 次 单 模 , 从 而 Lijro 或 为 零 或 与 Lij[g] 分 次 同 构 . 车 Lijrg 关 0, 则 设 


# 四 


fo = pm > ans, 其 中 , akue e (Lk)g. 如 果 Lijakg 天 0, 那么 Lijaktg = Lk GE Ri. 于 


k=1 (=1 


是 Lijro 5 B. 因此 Rirg 5 Ri,Vi= 1,…,s, 即 Ri 为 R 的 分 次 理想 . 设 1=》)ei， 
这 1 


其 中 , ei e (BR)。, 则 e1,…,en 为 玉 的 正 交 罕 等 元 且 尼 = eiRei. 于 是 ei 为 Ri 的 
单位 元 , Vi = 1,.…,s. 显然 尼 = 的 Lij(Vi = 1,…,s) 为 分 次 环 Ri 的 分 次 极 小 左 
j=1 


理想 分 解 , 故 RR 为 分 次 左 单 环 ， | 
定理 9.4.5 。 忆 为 分 次 单 环 当 且 仅 当 RR 为 只 有 平凡 分 次 理想 的 分 次 Artin 环 ， 
证 ”充分 性 . 由 定理 9.4.3 知 RR 为 分 次 半 单 环 . 再 由 定理 9.4.4 知 R 为 分 次 单 
环 . 
必要 性 ， 由 定理 9.4.3 知 及 为 分 次 Artin 环 . 设 了 为 R 的 非 零 分 次 理想 ， 
中 = 国志 为 下 的 分 次 极 小 左 理想 分 解 . 因 了 = 有 = MIL 故 存在 ie (可 
i=1 


i=1 


使 得 IL; 0. 由 RR 为 分 次 单 环 知 存在 gi; e G, 使 得 作为 分 次 模 疡 兰 工 ;[g;j], Vj E 
{l,m}. 因此 IL; 承 0, 于 是 IL;= 工 ,从 而 Li Clvie{l,…,n}, 即 1=R. | 
接 下 来 要 给 出 分 次 (一 致 ) 单 环 的 结构 定理 , 即 分 次 情形 的 Wedderburn-Artin 
定理 . 
设 R 为 G- 分 次 环 , n 为 正 整 数 , M,,(RR) 为 元 素 在 R 中 的 nxn 矩阵 环 . 固定 
9 二 (9g1,…,gn) e G". 对 任意 he G, 考虑 Mn(R) 的 加 法 子 群 


Rongr: Rongr! “°° Rongrt 
局 Rit “ Hl 

Ma(R)[G]; = a ah gahgn = (Bono, ty 
Rngr': Rog,hgz! “Rhgr! 


命题 9.4.3 ” 环 M,(R) 根据 分 次 Mn(R), := Mn(R)[gjh, Yh e G, 作成 一 个 G- 
分 次 环 , 记 之 为 Ma(R) 回 . 此外, M(R)[g] <ENDR(R[o] 外 … 外 Rlgn]). 

证 ”前 半 部 分 显然 , 下 证 后 半 部 分 设 e < Rn] 田 … 甸 Rign], 其 第 i 个 
分 量 为 1 其 余 分 量 为 0。 对 任意 h€ G 及 $ EENDa(Rlg1] 甸 … 甸 Rlgn])n, 令 
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$i) = 2 ries, 则 degri = gihgj*， 显然 : ENDa(RI] DD:…@ Rlgn]) 一 
气 


Rn( 司 ) 团 ,4 一 (rij)ii 为 分 次 环 同 构 . 

定理 9.4.6( 分 次 情形 的 Wedderburn-Artin 定理 ) ”车 RR 为 G- 分 次 单 环 , 则 存 
在 分 次 除 环 D, 正 整数 n, 及 5= (g1,…,gn) & G", 使 得 作为 分 次 环 玉兰 Ma(D) 团 . 
特别 地 , 若 RR 为 分 次 一 臻 单 环 , 则 存在 分 次 除 环 D 及 正 整 数 n, 使 得 作为 分 次 环 
RE Mn(D). 

证 因 RR 是 分 次 单 的 , 故 可 设 R= Lg 外 … 甸 Llgn], 其 中 , 工 为 R 的 分 次 
极 小 左 理想 , g = e,g2,… ,gn e G. 令 D =ENDR(L), 则 DD 为 分 次 除 环 . 作为 分 次 
环 


RENDa(R) ENDr(LlgI® .BLlgn)) 
(HOMa(Llg;], Llgi]))iy 
= ( ® HOMa(rlol, Ho),) 
heG 好 


三 Mn(D) 回 
其 中 ,5 = (g1,…,gn) e G". 后 一 结论 显然 成 立 ，| 


9.5 分 次 本 原 环 


本 节 将 引入 分 次 本 原 环 , 并 通过 分 次 稠密 和 分 支 稠密 给 出 两 种 不 同形 式 的 稠密 
性 定理 . 
定义 9.5.1 设 忆 为 G- 分 次 环 , M 为 分 次 右 R- 模 . 车 M 中 有 限 个 齐 次 元 


t 
m1,… ,mt 满足 如 果 》 mir; = 0, 其 中 ,x; 为 RR 中 齐 次 元 ,那么 7 = 0,Vi = 1,…, 如 
i=1 


则 称 ma,… ,mt 为 及 无 关 的 . 一 般 地 , 若 M 的 一 个 齐 次 元 集 N 的 每 个 有 限 子 集 
都 是 R- 无 关 的 , 则 称 N 为 R- 无 关 的 . 车 M 的 一 个 齐 次 元 集 N 既是 M 的 生成 
集 又 是 R- 无 关 的 , 则 称 N 为 M 的 一 个 齐 次 基 . 若 分 次 右 R- 模 M 有 齐 次 基 , 则 称 
M 为 分 次 自由 右 R- 模 . 

命题 9.5.1 ” 设 刀 为 分 次 除 环 , 为 非 零 分 次 右 D- 模 , 则 V 为 分 次 自由 右 
D- 模 , 且 的 任意 两 个 齐 次 基 具 有 相同 的 基数 . 

证 设 S 为 V 的 所 有 D- 无 关子 集 的 集合 . 因 DD 为 分 次 除 环 , 故 V 中 任 一 非 
零 齐 次 元 都 是 D- 无 关 的 . 于 是 S 非 空 . 利用 Zorn 引 理 可 得 , S 的 极 大 元 . 设 N 为 
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S 的 极 大 元 . 对 任意 齐 次 元 ve V, 根据 N 的 极 大 性 可 知 , N n {v} 非 D- 无 关 的 . 
于 是 v 可 表 成 N 中 元 素 的 D- 线性 组 合 . 因此 N 为 V 的 生成 集 , 从 而 为 Y 的 齐 
次 基 . 
令 已 =Supp(D), 则 五 为 G 的 子 群 ， 分 次 D- 模 V 可 以 分 解 成 V = 
田 Wa, 其 中 ,Vn = 外 Von = WD. 设 NN 为 V 的 一 个 齐 次 基 , 则 NNVsD 为 
heH 


gHEG/H 
WD 的 一 个 齐 次 基 . 故 只 需 证 明 非 零 VD 的 任意 齐 次 基 的 基数 恒 同 . 设 {vilie 1} 为 
VD #0 的 任 一 齐 次 基 且 we Voni,Vie T 则 WD=》jviD. 任 选 0#di€e Dj 
i€El 
则 VW = 了 vidiD。. 显然 {vidilie 1} 为 D。- 无 关 的 , 即 其 为 De- 模 V 的 一 个 基 . 因 
iET 

此 WD 的 任意 齐 次 基 的 基数 恰 为 刀 .- 模 W 的 基 的 基数 . 而 De 为 除 环 , 故 D。- 模 
WW 的 任意 基 的 基数 恒 同 . 从 而 命题 成 立 ，| 

对 于 左 模 有 类 似 的 定义 及 命题 . 由 命题 9.5.1 有 下 述 定义 : 

定义 9.5.2” 设 DD 为 分 次 除 环 , 则 称 任 一 分 次 右 D- 模 M 为 分 次 右 D- 向 量 
空间 , 并 称 M 的 齐 次 基 的 基数 为 M 的 维 数 . 

定义 9.5.3 ”车 对 于 G- 分 次 环 RR 存 在 一 个 忠实 分 次 单 左 R- 模 , 则 称 R 为 一 
个 分 次 左 本 原 环 . 

定义 9.5.4 ” 设 D 为 分 次 除 环 ，M 为 分 次 右 D- 向 量 空间 ， 若 ENDp(M) 
的 分 次 子 环 R 满足 对 于 M 的 任意 D- 无 关子 集 {z1,… ,ze} 及 M 的 任意 子 集 
{o 2, 存在 7 € R, 使 得 rz; = yi,vi = 1,…,t, 则 称 R 在 ENDp(M) 中 分 次 
稠密 , 并 称 RR 为 分 次 右 D- 向 量 空 间 M 上 的 一 个 分 次 稠密 环 . 

显然 , 车 尺 为 分 次 右 D- 向 量 空 间 M 上 的 一 个 分 次 稠密 环 , 则 M 为 忠实 分 次 
左 单 R- 模 . 故 RR 为 分 次 左 本 原 环 . 

定理 9.5.1( 分 次 情形 Jacobson-Chevalley 稠密 性 定理 ) ” 设 R 为 G- 分 次 左 
本 原 环 ，M 为 忠实 分 次 单 左 R- 模 , D=ENDR(M)， 于 是 M 有 自然 的 分 次 R-D- 
双 模 结构 . 因 M 忠实 , 故 R 可 自然 地 看 成 ENDp(M) 的 一 个 分 次 子 环 . 则 刀 在 
ENDp(M) 中 分 次 稠密 . 

证 ”类似 非 分 次 情形 , 仿照 定理 7.3.1 的 证 明 . | 

下 面 要 将 分 次 情形 Jacobson-Chevalley 稠密 性 定理 中 的 分 次 除 环 用 平凡 分 次 除 
环 来 代替 , 将 分 次 稠密 用 分 支 稠密 来 代替 , 从 而 得 到 另 一 种 形式 的 稠密 性 定理 (Liu， 
1991; Liu et al., 1991). 

定义 9.5.5 ” 设 玉 为 具有 平凡 分 次 的 分 次 除 环 , M 为 分 次 右 K- 向 量 空间 . 若 
ENDk(M) 的 分 次 子 环 R 满足 对 任意 g,he G 及 Ms 的 K- 无 关子 集 {z ,zt 
及 Mng 的 子 集 {1,… ,wy}, 存在 re Rh, 使 得 rri = yi,Vi = 1,…,t, 则 称 RR 在 
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ENDK(M) 中 分 支 稠密 , 并 称 RR 为 分 次 右 K- 向 量 空间 M 上 的 一 个 分 支 稠密 环 . 
命题 9.5.2 设 且 为 G- 人 M 为 分 次 左 单 RR- 模 , D =Endr(M)， 车 
Mo #0, 则 作为 环 Endre(M,) 兰 
证 任 取 0#my€ M,， M 的 分 次 左 单 性 知 M = Rmy = © Rnmyg. 于 是 


My = Remg. 对 任 一 $ € EndRe(My), 定义 映射 内 : M 一 M, i mg(mno), 其 
中 , rn € Rn,he G. 要 证 明 V' 定义 合理 只 要 证 明 若 rpmg = 0, 则 md(my) = 0. 
$ 是 Ms 的 Re- 模 自 同 态 , 故 h=e 时 正确 . 一 般 地 , 对 任意 he G, rhmg 一 0 站 明 
Rrhmg = 0. 因为 Rarhp C Re 所 以 Rirh9(mg) = 0. 假设 mb(ms) 关 0, 则 
由 M 的 分 次 左 单 性 知 M = Brng(mno), 从 而 My = Ri-irnag(ms) = 0. 这 与 My #0 
矛盾 . 因 4 为 e 次 分 次 R- 模 同 态 , 故 W e D。. 于 是 Endn。(Mo) 中 任 一 元 均 可 扩 
充 为 De 中 的 元 . 定义 映射 小 : De 一 EndR, (My), WV 一 Wylw， 由 上 述 讨论 知 少 为 
满 射 . 再 由 M 的 分 次 左 单 性 知 , M 的 每 个 分 次 左 R- 模 自 同 态 均 由 M 中 任 一 非 零 
元 的 象 所 唯一 决定 . 于 是 De 中 的 任意 两 个 元 一 旦 限制 到 M 上 相等 则 它们 本 身 必 
相等 . 这 表明 w 为 单 射 . 其 又 保持 运算 , 故 为 环 同 构 . | 

引 理 9.5.1 ” 设 尺 为 除 环 K 上 的 右 向 量 空间 M 了 0 上 的 稠密 环 , 则 Endn 
(M)=K. 

证 设 pe Endr(M),0 关 me M. 首先 , gm) 与 m 是 KK- 相关 的 . 否则 , 由 
在 Mk 上 稠密 知 , 存在 re R 使 得 rp(m) 关 0 且 rm = 0, 矛盾 . 于 是 存在 keK 
使 得 %m) = mk. 其 次 , 对 任意 m' e M, 由 R 在 Mk 上 稠密 知 , 存在 " e RR 使 得 
mm = mm. 于 是 9(m) = (rim) = 70(m) = rmk = mk, BR be K Cc Endr(M). 
从 而 , Endra(M)=K. | 

命题 9.5.3 (1) 设 K 为 平凡 分 次 除 环 , M 为 分 次 右 K- 向 量 空间 , RR 为 MK 
上 的 分 支 稠密 环 . 则 R 为 分 次 右 D- 向 量 空间 M 上 的 分 次 稠密 环 , 其 中 , D = 
ENDR(RM) 为 分 次 除 环 且 作为 环 De 兰 天 ; 

(2) 设 RR 为 分 次 除 环 D 上 的 分 次 右 向 量 空间 M 上 的 分 次 稠密 环 , 则 RR 为 分 
次 右 D。- 向 量 空间 M 上 的 分 支 稠密 环 . 

证 (1) 显然 , M 可 自然 地 看 成 一 个 分 次 左 R- 模 , 且 M 为 一 个 忠实 分 次 左 单 
R- 模 . 设 D = ENDa(M), 则 DD 为 分 次 除 环 . 由 分 次 情形 的 Jacobson-Chevalley 释 
密 性 定理 知 , R 是 分 次 右 D- 模 M 上 的 分 次 稠密 环 . 于 是 只 要 证 明 De 兰 K. 由 于 
M 关 0, 故 存在 ge G 使 得 Mo 了 0. 由 命题 9.5.2 知 De 兰 Endp.(Mo). 因 RR 为 Mk 
上 的 分 支 稠密 环 , 故 R。 在 Endk (Ms) 中 稠密 . 由 引 理 9.5.1 知 Enda, (Ms) = K. 

(2) 若 N = {z1,…,z4} 为 Mo 的 D。- 无 关子 集 , 则 N 在 分 次 右 D- 向 量 空 


t 
间 M 中 亦 是 D- 无 关 的 . 否则 , 令 》 zid; = 0, 其 中 , di e D 为 齐 次 元 且 不 全 为 


让 
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0. 不 妨 设 di e Dh,Vi. 于 是 Dh 关 0， 从 而 Dh-: 关 0. 任 取 0 天 de Di 则 
0=》 zidd= 》 zi(did). 因为 N 是 De- 无 关 的 ,所 以 did = 0, 从 而 di = 0,Vi， 
i=1 


i=1l 
了 矛盾. 于 是 结论 由 前 提 假 设立 得 . | 

由 分 次 情形 的 Jacobson-Chevalley 稠密 定理 及 命题 9.5.3 立 得 

定理 9.5.2 ”G- 分 次 环 RR 为 分 次 左 本 原 环 当 且 仅 当 存在 平凡 分 次 除 环 K 及 
其 上 的 分 次 右 向 量 空间 M 使 得 R 为 M 上 的 分 支 稠密 环 ， | 


9.6 冲 积 


本 节 假 定 G 为 有 限 群 . 下 面 将 引入 G- 分 次 代数 4 通过 有 限 群 G 的 冲积 , 从 
而 将 分 次 代数 非 分 次 化 、 将 分 次 代数 上 的 分 次 模范 畴 转化 为 冲积 上 的 模范 畴 , 并 给 
出 ( 余 ) 作用 的 对 偶 定理 . 

设 玉 为 域 , 4 为 严 代数 . 则 称 任 一 群 同 态 c : G 一 Autr(4) 为 G 在 A 上 的 
一 个 作用 . 记 94 = ol(g)(a), Vg € G,a€ 4. 

定义 9.6.1 设 4A 为 F- 代 数 ,o 为 G 在 A 上 的 一 个 作用 , 则 4A@p FG 关于 
乘法 (a@g)(b@h) = a95@gh 作成 一 个 F- 代 数 , 称 之 为 G 在 A 上 的 斜 群 代数 ， 
记 为 A*G. 

车 将 4 与 4@1 等 同 , 将 FG 与 1@ FG 等 同 , 则 斜 群 代数 的 乘法 可 简写 为 
(ag)(bh) = asbgh. 


设 FG* =Homp(FG,F) 为 FG 的 对 偶 代数 ,其 乘法 由 G0) (Dmg)= 
gEG 


log(g)y(g),yd, 沙 < FG", 定义 . 显然 FG* 有 对 偶 基 {polg e G} 满足 po(z) = 


9EG 
lowz= Dkog Ee FG 且 $= 》 dg)povdg es FG*. 此 外 , {polg EG} 为 FG* 的 
geG 9EG 
完备 正 交 寡 等 元 集 . 特别 地 ,，》) ze 为 FG* 的 单位 元 . 
9EG 
定义 9.6.2 设 4 为 G- 分 次 已 代数 , 则 4@r FG* 关于 乘法 (a@py)(b@pn) 
=aboh-: @ pn 作成 一 个 F- 代 数 , 称 之 为 4 通过 G 的 冲积 , 记 为 A#FG”. 
通常 将 4#FG* 中 的 元 a@z 记 为 a#z， 因 为 (a#1)(b#1) = ab#1, (1#py) 


(Gyph) 当 9 二 A 时 为 1#ps 当天 时 为 0 且 (a#D(i#p) = (a# D0) (ppn) = 
gEG 


alon-!#pn = a#pn, 所 以 可 将 4 与 A#1 等 同 , 将 FG* 与 1#FG* 等 同 . 于 是 


gEG 
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4# FG* 的 乘法 可 简写 为 (apg)(bph) = abgn-1ph- 
命题 9.6.1 设 4 为 G- 分 次 F- 代 数 . 则 4#FG* 为 自由 左 ( 右 )4- 模 , 并 且 
{polg es G} 为 其 一 组 基 , 同时 也 是 4# FG* 的 一 完备 正 交 备 等 元 集 . 此 外 ， 
(1) pna = Dang-ipo Va e A; 
geEG 
(2) pnas = aopy-ih Yao € Ag; 


(8) 每 个 ph 均 中 心 化 4。, 即 与 4 中 元 素 可 换 
证 “由 定义 ma= (fp 人 (o# 开 = 于 oorm 


9EG 9EG 


(2) 由 (1) 得 phag = >》 (ao)n-:pr 而 (ag)m-! 当 由 =g 时 为 a0, 当 hl!#g 
leG 


时 为 0. 于 是 phag = agpg-1h: 

(3) 由 (2) 取 9g = e 立 得 . 

因为 {polg e G} 是 FG* 的 一 完备 正 交 备 等 元 集 ， 并且 (1#py)(1#ph) = 
1gn-!##Ph = 6g,h#ph, 即 g = 二 h 时 其 为 1#pn 而 g 关 hh 时 其 为 0, 所 以 {1#pylg € G} 
为 A#FG* 的 一 完备 正 交 突 等 元 集 . 

显然 , {1#polg e G} 为 A#FG* 的 一 组 自由 左 ( 右 )4- 模 基 , 其 左 ( 右 )4- 无关 
性 可 通过 右 ( 左 ) 乘 1#pn 得 到 . 

推论 9.6.1 设 4 为 G- 分 次 F- 代 数 ,了 为 4 的 一 个 分 次 理想 , 则 

(1) pn(I#FG")pg = Ing-ipg = pnlpg; 

(2) pe(I#FG")pe = Icpe 且 其 作为 环 与 I 同 构 . 

证 (1) 对 任意 ae 1,le G, 当 1=g 时 由 命题 9.6.1(1) 得 pn(api)py = ahg-ipg， 
当 1#g 时 pn(api)pg = 0. 再 由 命题 9.6.1(2) 得 pn(I#FG*)pg C hg-1py E pnlpg C 
Ph(I1#FG*)po. 故 等 式 成 立 . 

(2) 前 半 部 分 由 (1) 取 9 =h = 1 立 得 . 由 命题 9.6.1(3) 知 9: 1 一 Jpe,a rm ape 
为 环 同 态 . 显然 $ 满 . 再 由 命题 9.6.1 得 pe 是 4- 无 关 的 , 故 5 单 . 从 而 % 是 一 个 
环 同 构 . | 

定理 9.6.1 ”G- 分 次 代数 4 上 的 分 次 模范 畴 4-gr 与 冲积 4##FG* 上 的 模范 
畴 4#FG*-mod 同 构 . 

证 首先 , 若 V e A#FG*-mod, 则 Y 为 分 次 4- 模 , 其 9 次 齐 次 分 支 V, = 
poV. 事实 上 , 由 命题 9.6.1 知 {polg es G} 为 4# FG* 的 一 完备 正 交 宕 等 元 集 , 故 
V= Bw 对 于 任意 oo e hy,vh se 你, 存在 v EV 使 得 ww = pnv, 并 且 由 命题 
9.6.1(2) 得 agvh = agphv = pghagpnv E Vi 即 AgVi C Vn. 故 V 为 分 次 4- 模 , 将 
其 记 为 Ver 
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其 次 , 若 V e 4-gr, 则 V 为 4#FG"- 模 , 其 模 作 用 由 (apy)v = auy 所 定义 . 事 
实 上 , 对 任意 be A,v Ee V,g,he G, 都 有 


(apg)((bpn)v) = (apo)(bon) = a(bon)s = abgn—1vh 
= (oboh-:Ph)u = ((apg)(bpn))o. 


另外 , 1v = GE 虽 v= Dv =v. 故 V 为 4#FG*- 模 ,将 其 记 为 V#. 
9EG gEG 
对 4-gr 中 的 任意 分 次 4- 模 同 态 6 : V 一 W 定义 9# : V# 一 W# 使 得 
9# = 6. 对 任意 aps < 4#FG* 及 veV 有 


GH (apgv) = Wapou) = $lavg) = aplvg) 
= ap(v)y = apog(u) = apgp# (v). 


因此 9# 为 A#FG*- 模 同 态 , 于 是 有 函 子 (一 )# : A-gr A#FG*-mod. 

对 A#FG*-mod 中 的 任意 同 态 5 : V 一 W 定义 ycr : Ve 一 Wor 使 得 
gar = 98. 对 任意 wy = pyv E Vi =PgV 有 Bor(v9) = 9(pgv) = pgp(v) e (Wer)g. 因 
此 gar 为 分 次 4- 模 同 态 , 于 是 有 函 子 (一 )cr : A#FG*-mod- A-gr. 

函 子 (一 )Gr 与 (一 )# 为 互 逆 的 同 构 函 子 , 即 ((-)cr)# = 1, ((-)#)er =1. 车 
Ye A#FG*-mod, 则 在 ((V)Gr)# 中 , 对 任意 aps e 4#FG* 及 veV 有 (apy):v= 
avg = (apg)v, 即 ((V)er)# 与 V 的 A#FG*- 模 作用 完全 相同 . 于 是 ((-)cr)# = 1. 
车 Ve 4-gr, 则 在 ((V)#)cr 中 , 对 任意 ge G 有 (((V)#)cr)g = po(V)# = VW, 即 
((V)#)Gr 与 V 的 G- 分 次 完全 相同 . 于 是 ((-)#)Gr =1. | 

引 理 9.6.1 ” 设 民 为 环 , {e1,…,en} 为 R 的 一 完备 正 交 血 等 元 集 ,G 是 尽 的 
可 逆 元 群 的 一 个 子 群 , 且 G 在 集合 {e1,… ,en} 上 的 共 罗 作 用 可 迁 . 则 R 衬 Mn(S)， 
其 中 , 5 = elRei. 

证 ”对 任意 ie {1,…,n}, 由 于 G 在 集合 {e1,… ,en} 上 的 共 思 作 用 可 迁 , 故 
存在 g; e G 使 得 g; ieigi = ei. 容易 验证 映射 6 : R 一 Ma(S),r 一 (elgi7gj Ye1)ij 


为 环 同 构 , 其 逆 为 :Mn(S) 一 已 (s5) Dj gi1si9; | 
,j=1 
定理 9.6.2( 作 用 的 对 偶 定理 ) 设 4 为 F- 代 数 ,o:G 一 Autp(4) 为 G 在 4 
上 的 作用 , 于 是 有 和 斜 群 代 数 4* G. 显然 , 4* G 是 G- 分 次 F- 代 数 , 其 g 次 齐 次 分 
支 为 (4*G)s = Ag, 于 是 有 冲积 (4*G)#FG*, 则 (4*G)#FG* 兰 Micl(4). 
证 首先 , G 可 迁 作用 在 (4 * G)#FG* 的 完备 正 交 宕 等 元 集 {pnlh € G} 上 . 
对 任意 cs 4, 有 ag e (4*G)s. 由 命题 9.6.1(2) 知 ph(ag) = (ag)pg-ip. 取 a = 1， 
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则 png = gpo-mh, 即 g-tpng = pg-1n. 由 推论 9.6.1 知 , 作为 环 pe((4* G)#FG")pe = 
pe(4* G)pe 关 (4*G)e 关 4. 再 由 引 理 9.6.1 立 得 . | 

通常 将 F- 代数 4 的 一 个 G- 分 次 称 为 G 在 R 上 的 一 个 余 作用 . 为 给 出 余 作 
用 的 对 偶 定理 要 做 些 准备 : 

引 理 9.6.2 ” 设 4 为 G- 分 次 F- 代 数 . 则 


0:G— Autp(A#FG"), 


o(g)(apn) = apng- 
为 G 在 F- 代 数 A#FG* 上 的 作用 . 
证 ”对 任意 apn,bp1 € A#FG*， 


ol(g)(apnbp!) = o(g)(abn-:p!) 


= abn-ipig-! 

= ab(ng-n) lg) -Plg-? 
= apng :bpig- 

= o(g)(apn)o(g)(bpi), 


故 ao(g) se Augr(4#FG*), 其 逆 为 oc(g“!)，| 
由 引 理 9.6.2 有 G 在 4# FG* 上 的 斜 群 代数 (4#FG*) * G. 
引 理 9.6.3 pe((A#FG")*G)pe SA. 
证 在 (4#FG*)*G 中 有 gpe =o(g)(pe)g = po-:g,Yg e G. 由 推论 9.6.1 得 


pe((4#FG")* G)pe = pe (Brrr = 》 hops-19. 任意 ae 4 均 可 唯 
9EG 


gEG 
一 地 写成 a= > oo 其 中 , ao e Ao. 定义 


9EG 


由 :4 一 4vpo-9g， 
9EG 


am DD aspo-ig. 
gEG 


显然 , $ 是 一 个 加 群 同 构 . 要 证 明 其 保持 乘法 只 需 证 明 (agan) = 9$(ag)9(an),Vag € 
Agyah E Ah. 因 agan € Agn, 故 
$lag) an) = (agpg-19)(anpn-h) 


= agpg-1ahph—1g-1g9h 
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= ag(ap)g-i(h-1g-1) -iph-1g-19h 


= aganp(gh)-: (gh) = plagan). | 


定理 9.6.3( 余 作用 的 对 偶 定理 ) ” 设 4 为 G- 分 次 -代数 , 则 (A#FG*)*G 宇 
Mial(A). 

证 由 G 在 A#FG* 上 的 作用 知 , 在 (4#PFG*) * G 中 有 gpe = pg-1g, 即 
pg =9 1peg,Vg e G. 于 是 G 在 完备 正 交 徊 等 元 集 {phlh e G} 上 的 共 斩 作 用 可 迁 . 
由 引 理 9.6.1 及 引 理 9.6.3 立 得 . | 

注 9.6.1 ”冲积 还 有 和 矩阵 形式 (Liu et al., 1988): 设 G 为 有 限 群 , 4 为 G- 分 次 
下- 代数 . 令 B := (Agn-')(gweGxG, 即 B 中 元 素 为 |G| x |G| 矩阵 , 其 (0, 门 元 取 
自 4w-:… 则 B 关于 矩阵 的 加 法 和 乘法 做 成 一 个 F- 代数 , 也 称 之 为 4 通过 G 的 
冲积 . 易 证 , 映射 6 : A#FG* 一 B，》 agph (aoi-)tom 为 -代数 同 构 . 

gheG 

注 9.6.2 ” 若 G 为 群 , R 为 G- 分 次 环 , 利用 上 面 的 矩阵 形式 仍 可 定义 R 通 过 
G 的 冲积 “RR#G”. 当 G 为 无 限 群 时 , 冲积 “R#G” 不 再 有 单位 元 , 但 ( 余 ) 作用 的 
对 偶 定理 仍然 成 立 (Liu et al., 1988). 

注 9.6.3 车 G 为 任意 群 , H 为 G 的 子 群 , R 为 G- 分 次 环 . 则 可 定义 RR 通 
过 “G- 集 "G/ 瓦 的 冲积 R#(G/H), 并 可 得 到 类 似 的 ( 余 ) 作用 的 对 偶 定理 ( 刘 绍 学 ， 
1993). 如 果 将 G- 分 次 环 通过 群 G 的 冲积 看 成 分 次 环 的 非 分 次 化 , 那么 G- 分 次 环 
通过 G- 集 的 冲积 可 看 成 分 次 环 的 部 分 非 分 次 化 . 

注 9.6.4 G- 分 次 已 代数 4 通过 G 的 冲积 A#FG* 的 Jacobson 根 与 4 的 
分 次 Jacobson 根 之 间 关 系 密切 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 (Cohen et al., 1984). 


9.7 强 分 次 环 


本 节 将 给 出 一 类 强 G- 分 次 环 , 即 G- 交叉 积 的 交叉 系 构造 , 及 强 分 次 环 的 范畴 
刻画 . 

定义 9.7.1 ” 设 R 为 环 , Aut(R) 为 其 环 自 同 构 全 体 做 成 的 群 , U(R) 为 的 
可 逆 元 群 . 若 映射 o : G 一 Aut(R) 及 a : GxG 一 U(R) 满足 下 列 条 件 : 对 任意 
91,92,93 EG 及 re RR 都 有 

(1) 2(%7) = a(gi, 92)" Pra(gi, g2) ; 

(2) a(g1, 92)a(g192,93) =" a(g2, 93)a(g1, 9293); 

(3) a(gi,e) =ale,g)=1, 
其 中 , or := o(g)(7), 则 称 (G, R,o,a) 为 G 在 R 上 的 一 个 交叉 系 . 
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命题 9.7.1 ” 设 (G,R,o,a) 为 群 G 在 环 R 上 的 一 个 交叉 系 . 则 以 {5lg e G} 
为 基 的 自由 R- 模 RxG 关于 乘法 (ri 而)(r2 如 ) = i972a(g1,g2) 页 更 作成 一 个 G- 交 
又 积 , 其 g 次 齐 次 分 支 为 (R*G)s = R5 = 5R (通常 将 17 与 95 等同、 将 re 与 7 等 
同 ). 
证 ”对 任意 mra,ra e R,g1,g2,93 EG 都 有 
(nim)((r2g2)(7393)) 
= (rg)(r2 ?730(g92, g3)T93) 
= "71 (r2 9r3a(g2, 93))a(g1, 9293) TT 


= T1972 "(73)" (a(g2, g3))a(g1, 9293)91 F293 


= T19720(g1,92)" Pr3aa(g91,92) a(g1, ga) (9192, 93) N9293 
= T19720(g91,92)" Fr3a(g1g2, 93)919293 

= (71 9r2a(g1, g2)TT)(ra93) 

= ((r191)(r292)) (rs93). 


故 RxG 为 环 , 16 为 其 单位 元 . 显然 RxG = 里 R5 为 G- 分 次 环 . 因为 每 个 齐 次 分 
支 中 都 含有 可 逆 元 , 所 以 其 为 G- 交叉 积 . 另外 ， 对 任意 gEG,rE RR, 都 有 gr =? rg, 
故 Ry=5R. | 

设 (G, RR,o,a) 为 群 G 在 环 R 上 的 一 个 交叉 系 . 车 a(gi,g2) = 1,Vgi,g2 € G， 
则 RxG 即 为 G 在 R 上 的 斜 群 环 . 若 除 此 之 外 还 有 o(g) = 1,vg e G, 则 RxG 即 
为 G 在 R 上 的 群 环 . 

定理 9.7.1 车 RR 为 一 个 G- 交 叉 积 , 则 存在 交叉 系 (G, R。,o,a), 使 得 R = 
Re*G. 

证 导 全 守 的 eG 固定 5€ Ron U(R), 其 中 ,E= 1. 定义 o:G 一,Aut(R。)， 
0(9)(7) = ry, Vr € Re, g € G. 定义 a(g1,g2) = 而!,Yg1,92 ee G， 因 
5 为 R 中 可 逆 元 , 故 右 乘 5 为 Re 到 Re5 = R， 的 R。- 模 同 构 ， 从 而 R 为 以 
切 lg s G} 为 基 的 自由 Re- 模 . 对 任意 mra es R。,gi,gz e G 都 有 (i)(rz%) = 
六 (页 r2 责 (792) = mmraa(gl,ga)795. 对 任意 re Re,g1,g2 e G 都 有 2 (or) = 
页 (更 页 页: 一 a(g 92) Fr a(g, oa)- = a(gi,ga)ooarafgi go)-1 对 任 
意 g1,g2,93 es G 都 有 (5%)53 = a(gi,gz) 页 更加 = a(gl,g2)a(9192,93)519295 且 
(F293) = (A(g92, 93) 殉 殉 ) = a(g2, 93)n Tn 一 2 a(ga;g3)a(gi,g2g3) 页 9595. 于 是 
(G, Rema) 为 G 在 R。 上 的 一 个 交叉 系 且 R= RexG. | 

设 为 G- 分 次 环 , N s Re-mod. 则 RR 模 R@nN 为 分 次 模 , 其 g 次 齐 
次 分 支 为 Ro @n. N,Vg e G. 分 次 尺 模 R@h_N 称 为 由 R.- 模 N 诱导 出 的 分 
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次 下 模 , 记 作 IndN， 对 于 范畴 Re-mod 中 的 任意 Re- 模 同 态 9 : Ni 一 No, 令 
mdg=RQd:RQRn Nm 一 RQR N2. 于 是 有 诱导 函 子 


Ind = R @n.— : Re-mod — Rgr. 


设 ge G, 通过 (M)s = Mo,(9)s = bg = gum, 可 定义 函 子 


(一 )o : R-gr — Re-mod. 


显然 , (一 )g = (-)eo So, 并且 (一 )eoInd 1R,-mod: 
定理 9.7.2(Dade 定理 ) ” 设 RR 为 G- 分 次 环 , 则 下 列 条 件 等 价 : 
(1) RR 为 强 分 次 环 ; 
(2) 诱导 函 子 Ind: Re-mod 一 R-gr 为 范畴 等 价 ; 
(3) 函 子 (一 )。: R-gr 一 Re-mod 为 范畴 等 价 ; 
(4) 对 任意 ge G, 函 子 (一 )o : 有 gr 一 Re-mod 为 范畴 等 价 ; 
(5) 对 任意 M = @M, ERgr, M =0 当 且 仅 当 对 于 某 个 ge G 有 My = 0. 
gEG 


证 (1) 坟 (2). 因 RR 为 强 分 次 的 , 故 R@R = Ron, Vg,h e G. 对 任意 分 次 R- 模 
M, 都 有 My = ReMo = BR Mo C RoMn ES Moh. 于 是 Mo = RoMan. 考虑 分 
次 R- 模 同 态 $: R@R, Me 一 M,r@mmo rm. 因 9(Ry @r, Me) = Ro Me = My, 
故 6 为 分 次 R- 模 满 同 态 ， 显 然 (Kerb)。= 0, 于 是 (Kerg)jy = Rs(Ker$)。 = 0， 
Vg e G. 因此 Kerd=0, 从 而 5 为 分 次 R- 模 同 构 . 故 Indo( 一 )。 兰 1R-gr, 于 是 Ind 为 
等 价 函 子 . 

(2) 作 (3). 由 (一 )eoInd 尖 1R,-moa 立 得 . 

(3) 人 (4). 由 5, 为 同 构 函 子 及 (一 ), = (一 )。o So 立 得 . 

(4) 僵 (5). 显然 . 

(5) 坟 (1)， 考 虑 分 次 R- 模 同 态 $ : RO@R.(RIAN])。 一 RNJ,r@s 一 rs， 因 
Cokery 为 分 次 R- 模 且 (Coker@)。 = 0, 故 Cokerpb=0, 即 ng = RN. 于 是 RoRn = 
Ro(RN)。 =(Img)s = (RD)o = Ron, 即 RR 为 强 分 次 环 ，| 

推论 9.7.1 设 G 为 有 限 群 , 4 为 强 G- 分 次 F- 代 数 . 则 A#FG* 与 A。 两 个 
下 -代数 Morita 等 价 . 

证 ”由 定理 9.6.1 及 定理 9.7.2 立 得 .| 

注 9.7.1 ”关于 强 分 次 环 上 分 次 单 模 的 Clifford 理论 以 及 分 次 不 可 分 解 模 的 
Green 理论 内 容 丰 富 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 (Nistasescu et al., 1836). 


习 题 


9.1 设 民 为 G- 分 次 环 , N 为 G 的 正规 子 群 , 则 已 为 G/N- 分 次 环 . 
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9.2 设 尺 为 交换 强 G- 分 次 环 , 则 G 为 交换 群 . 

9.3 设 民 为 G- 分 次 环 , M,N,P 为 分 次 R- 模 , f : M 一 尸 为 分 次 R- 模 同 态 ,g:N 一 
Ph:M 一 NN 为 R- 模 同 态 , 且 f = gh. 车 g( 分 别 地 , 有) 为 分 次 R- 模 同 态 , 则 存在 分 次 R- 模 
同 态 hv: M 一 N( 分 别 地 , g' : N 一 已 ) 使 得 f= gh'( 分 别 地 , f= g'h). 

9.4 设 R= Flz,z-!]= BF 为 五 分 次 环 , 其 中 , Fz' 为 R 的 i 次 齐 次 分 支 . 则 零 理 


想 为 R 的 分 次 极 大 理想 , 但 不 是 RR 的 极 大 理想 . 

9.5 ” 设 下 为 代数 闭 域 , 则 Z2- 分 次 可 除 -代数 只 有 两 个 . 

9.6 设 民 为 G- 分 次 环 .车 R 的 分 次 左 ( 右 ) 理想 了 中 的 每 个 齐 次 元 都 是 血 零 的 , 则 称 I 
为 R 的 分 次 背 零 左 ( 右 ) 理想 . 证 明 Jc(R) 包含 R 的 所 有 分 次 裔 零 左 ( 右 ) 理想 . 

9.7 车 分 次 模 M 的 任 一 分 次 子 模 N 均 为 M 的 分 次 直 和 项 , 即 存在 M 的 分 次 子 模 工 使 
得 M = NN 昌 L, 则 称 M 为 分 次 完全 可 约 模 . 证 明 M 为 分 次 完全 可 约 模 当 且 仅 当 其 为 分 次 半 
单 模 (仿照 定理 6.3.1 的 证 明 ). 

9.8 若 分 次 半 单 模 M = 四 Mi = 外 万, 其 中 , Mi, Ni 为 分 次 单 模 , Yi e 1,j € J 则 存 


EL jEJ 


在 了 到 J 的 双 射 $ 及 分 次 模 同 构 Mi 兰 Ns(i), Yi Ee (参考 定理 6.3.2). 
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如 何 将 一 个 代数 , 特别 是 一 个 非 半 单 代数 , 用 一 种 容易 理解 和 方便 运用 的 方法 
表示 出 来 , 是 一 个 非常 重要 的 问题 . 在 代数 表示 论 中 , 运用 箭 图 对 代数 的 表示 很 好 
地 解决 了 这 一 个 问题 . 箭 图 方法 是 近 30 年 发 展 起 来 的 一 个 新 的 方法 , 它 实质 上 是 
抽象 的 范畴 思想 的 一 种 可 视 化 , 也 可 看 成 代数 的 张 量 积 构造 的 具体 化 , 已 经 成 为 了 
代数 学 , 特别 是 代数 表示 论 的 强 有 力 的 工具 . 同时 , 也 影响 了 许多 其 他 数学 领域 的 
发 展 . 本 章 介 绍 箭 图 方法 一 些 基本 而 又 非常 重要 的 概念 : 路 代数 及 相关 概念 、 代 数 
的 张 量 积 构造 等 , 还 将 讨论 如 何 用 箭 图 的 几何 性 质 刻 画 路 代数 的 代数 性 质 , 证 明 路 
代数 是 遗传 代数 . 


10.1 路 代数 及 相关 概念 


定义 10.1.1 称 Q = (Qo,Q1,s,t) 为 一 个 箭 图 , 其中, Qo 为 顶点 集合 , Q1 为 篆 
向 ( 即 有 向 边 ) 的 集合 , s,t 为 由 Q1 到 Qo 的 映射 , 分 别 将 一 个 箭 向 映 到 其 起 点 和 终 

当然 , Qu, Q1 可 以 是 无 限 集 ， 但 本 书 只 讨论 有 限 的 情形 , 假定 它们 都 是 有 限 
集 . 用 |Qol,|Q1| 分 别 表示 它们 中 元 素 个 数 , 即 Q 的 顶点 和 箭 向 的 个 数 ， 约 定 记 
n= |Qol. 


定义 10.1.2 ” 称 箭 向 的 序列 oa,… ,a 为 一 条 路 , 如 果 对 i = 1,…,1 一 1 有 
tai) = s(aitD, 即 mi 的 终点 与 aiy1 的 起 点 相同 . 令 a = s(a1),b = tat), 将 路 记 
为 p= (at aala) = aa 称 s(p) = a,t(p) = 5 为 该 路 的 起 点 和 终点 . 这 时 


称 1 为 路 p 的 长 度 , 它 是 路 p 中 所 含 箭 向 的 个 数 . 

对 每 一 个 顶点 ie Qo, 约定 有 一 条 长 度 为 零 的 平凡 路 ei = (ili). 

如 果 1<k<h<gl, 称 (t(an)|an.….akls(ax)) 为 路 p 的 一 条 子路 . 

当 1>1 而 a=b 时 , 称 p 是 一 条 长 度 为 1 的 有 向 循环 . 如 果 t(a) = s(a), 称 第 
向 a 为 一 个 图 箭 (loop). 

定义 10.1.3 ” 设 下 是 一 个 域 .用 P(Q) 表示 Q 中 所 有 路 的 集合 . 用 FQ 表示 
P(Q) 在 域 上 自由 张 成 的 向 量 空 间 , 即 


FQ= 位 www EP,ph E Ph ma 为 非 儿 数 ， 


h=1 
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P(Q) 构成 FQ 的 基 . 对 p = (dlpj :Blo,g = (bla1…aala) s P(Q) 定义 乘法 如 
下 : 


_ J (dB Pio-ola), b=¢, 
了 二 下 次 b#e. 


将 这 个 乘法 双 线 性 地 扩张 到 FQ, 即 对 六 wp, 3 bgt e FQ, 定义 


h=1 l=1 


m mm” 
全 wo] 全 "| = Danbipnq. 
h=1 t=1 hl 


它 是 一 个 结合 代数 (命题 10.1.1), 称 为 Q 在 已 上 的 路 代数 . 

显然 对 i,j e Qo, e? = ei, 而 当 i 关 j 时 eie; = 0. 这 样 e1,… ,en 是 两 两 正 交 
的 寡 等 元 , 且 对 pe P(Q), 如 果 j = s(p), i=t(p) 有 eip=p= pej 而 当 js(p) 
或 itp) 时 则 有 ejp = 0 = pei. 容易 证 明 

命题 10.1.1 FQ 是 以 1 = ei 十 … 十 en 为 单位 元 的 结合 代数 . 

自然 会 问 , FQ 是 不 是 有 限 维 的 ? 什么 时 候 是 有 限 维 的 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 
个 问题 . 

定理 10.1.1 ”FQ 是 有 限 维 代数 的 充分 必要 条 件 是 Q 中 没有 有 向 循环 . 

证 充分 性 . 如 果 Q 中 没有 有 向 循环 , 每 一 条 路 中 顶点 和 箭 向 都 不 会 重复 , 由 
于 @ 中 只 有 有 限 多 个 顶点 和 有 限 多 个 箭 向 , 从 而 Q 中 仅 有 有 限 条 路 . 即 FQ 有 一 
个 有 限 基 , 因而 FQ 维 数 有 限 . 

必要 性 . 如 果 Q 中 有 有 向 循环 , 不 妨 设 p= (ala1… orla) 是 @ 中 一 个 长 度 为 
1 的 有 向 循环 . 这 时 p,p?,… 是 @ 中 长 度 分 别 为 1,21,… 的 无 限 多 条 路 . 由 定义 , 它 
们 都 是 FQ 中 一 个 基 中 的 元 素 , 即 FQ 有 一 个 含有 无 限 多 元 素 的 基 , 因而 FQ 维 数 
无 限 .| 

事实 上 , FQ 作为 向 量 空间 可 以 有 下 面 的 直 和 分 解 : 


FQ=W+Wi+.…, 
其 中 , Vi 是 由 @ 中 长 度 为 1 的 路 所 张 成 的 子 空间 , 且 具 有 性 质 对 所 有 1,h > 9， 
ViVh = Vith: 


Ww 是 FQ 的 子 代 数 , 是 n 个 FF( 作 为 上 一 维 代数 ) 的 直 和 . 这 时 , J = Vi 十 VW 十:… 
是 FQ 的 一 个 理想 . 事实 上 J = (Q1) 是 由 Q 中 箭 向 所 生成 的 理想 , 而 且 有 如 下 的 
代数 同 构 : 

FQ/J ~ Wo. 
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当 @ 中 没有 有 向 循环 时 , J 恰好 是 FQ 的 寡 零 根 . 

例 10.1.1 设 下 是 域 , 8 是 一 个 没有 箭 向 的 箭 图 . 这 时 FQ = Vo 是 半 单 代 
数 . 

例 10.1.2” 设 下 是 域 ,Q 是 单 围 箭 图 ) , 用 z 表示 它 的 箭 向 . 这 时 FQ ~ Fl 
是 已 上 的 一 元 多 项 式 代数 . 

例 10.1.3” 设 下 是 域 , Q 是 单 向 A 箭 图 一 一 …… 一 一 对 其 顶点 适当 编 
号 , 使 对 每 一 箭 向 a, t(a) = s(a) 十 1, 于 是 对 于 1 < i<j< n,Q 中 有 了 唯一 从 j 到 i 
的 路 , 记 作 pij, 则 有 ， 

FQ= | > aijpijlaij E "| 5 
1<igi<n 

设 T, 是 已 上 阶 矩 阵 代数 ,中 全 体 上 三 角 阵 构成 的 子 代数 ,用 {eijll < i,j < n} 
表 及 的 矩阵 单位 的 集合 , 则 {eijll1 < i< 7 < n} 是 7, 的 一 个 基 . 

定义 f :FQ 一 了 T,， 


‘( Se oo - 3 oyey, 


ligjsn lgigjsn 
则 了 是 FQ 到 公 的 一 个 同 构 . 
下 列 命 题 的 证 明 留 给 读者 . 


命题 10.1.2 ” 设 下 是 一 个 域 , Q 中 两 个 顶点 间 最 多 有 一 条 路 , 则 FQ 与 及 
的 一 个 子 代数 同 构 . 


10.2 箭 图 的 几何 性 质 与 路 代数 的 代数 性 质 


设 是 一 个 域 , 8 是 一 个 箭 图 , 4 = FQ 是 Q 在 上 的 路 代数 . 本 节 讨论 箭 
图 Q 的 几何 性 质 与 路 代数 4 的 代数 性 质 之 间 的 关系 . 

设 ei 是 顶点 i 处 的 平凡 路 , 则 he; 是 由 所 有 以 i 为 起 点 的 路 张 成 的 向 量 空间 . 
这 是 4 的 一 个 左 理想 . 作为 左 4- 模 , 有 直 和 分 解 


A= Ace1@:…@Aen. 


同样 , ei4 是 由 所 有 以 i 为 终点 的 路 张 成 的 向 量 空间 , 它 是 4 的 一 个 右 理想 . 作为 
右 4- 模 , 有 直 和 分 解 


A=elA®:…@enA. 
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这 时 ej Ae; 是 由 所 有 以 i 为 起 点 7 为 终点 的 路 张 成 的 向 量 空间 , 且 4 作为 向 量 空 
间 有 直 和 分 解 
4= 四 ci4ei. 
2 


路 代数 的 许多 性 质 可 以 用 箭 图 刻画 . 对 于 Artin 和 Noether 条 件 , 有 下 面 的 定 


定理 10.2.1 ”下列 命题 等 价 : 

(1) Q 中 无 有 向 循环 ; 

(2) FQ 是 左 ( 右 )Artin 环 . 

证 ” (1) 全 (2). 由 定理 10.1.1, 如 果 Q 中 无 有 向 循环 , 则 FQ 是 有 限 维 代数 ， 
因而 是 左 ( 右 )Artin 环 . 

(2) 全 (1). 如 果 Q 中 有 有 向 循环 z = (olat …:aalo), 车 用 (zt) 表示 由 z! 生成 
的 左 理想 , 则 zt g& (zt+1). 因而 


(z) 2 (z2) 2 (za) SD- 


是 一 个 无 限 递 降 的 左 理想 链 , 从 而 FQ 不 是 左 Artin 环 .| 

定理 10.2.2 ”下 列 命题 等 价 : 

(1) 对 Q 中 任意 有 向 循环 (alar …oaalo), 不 存在 箭 向 (blala) oa; 

(2) FQ 是 左 Noether 环 . 

证 (2) = (1). 如 果 @ 中 存在 有 向 循环 已 = (alat……aalao) 和 箭 向 (blala) 天 
oa, 如 果 用 (z1,…, zr) 表示 由 元 素 zj, …,zr 生成 的 左 理想 . 这 时 有 FQ 的 左 理想 
的 无 限 递 增 链 

(ap) © (ap,ap2) C (ap, ap’, ap’) C 
于 是 FQ 不 是 左 Noether 环 . 
(1) =S (2). 设 对 Q 中 任意 有 向 循环 (ala .…aala), 不 存在 箭 向 (blala) a. 


五 E 有 GE 玉 S 
是 FQ 的 左 理 想 的 递增 链 , 证 它 在 有 限 步 终止 . 这 时 对 每 一 上 有 


L=1h1l= 相 “) 五 b> 了 = 》 eher 


ieQo icGo jEQo 
于 是 对 i,j es Qo 亦 有 子 空间 的 递增 链 


esllei C ejl2ei C eylaei C+. 
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只 需 证 这 个 增 链 在 有 限 步 终止 即 可 . 

Q@ 中 一 条 有 向 循环 w = (jlau… alj) 称 为 极 小 的 , 如 果 对 1<t<#<1 有 
qt 关 aw. 条 件 表明 , 对 任意 定点 j, Q 中 以 j 为 起 点 和 终点 的 极 小 有 向 循环 最 多 有 
一 条 . 如 果 w 是 Q@ 中 以 了 为 起 点 和 终点 的 极 小 有 向 循环 , 则 任意 以 j 为 起 点 和 终 
点 的 有 向 循环 具有 w” 的 形式 , 并 且 如 果 路 v 的 长 度 > 1 且 不 是 w 的 子路 , 则 Q 
中 没有 形 如 vw 的 路 . 于 是 Q 中 以 i 为 起 点 和 j 为 终点 的 路 具有 wu 形式, 其 中 ， 
w 是 一 个 有 向 循环 而 路 没有 循环 子路 . 由 极 小 有 向 循环 的 唯一 性 , 我 们 知道 存 
在 极 小 有 向 循环 w( 即 以 w 的 起 点 7 为 起 点 和 终点 的 极 小 有 向 循环 ) 及 非 负 整 数 s 
使 w = ws. 又 Q 是 有 限 的 , 以 j 为 终点 而 没有 循环 子路 的 路 只 有 有 限 多 条 , 记 之 
为 uo = ej,t1,…,um. 于 是 


mr 
ejFQei= (De Ehr< 路 


t=0 s=0 

当 i=j 时 , 亦 即 非 平凡 的 w 不 出 现时 , 有 mm = 0. 这 时 如 果 存 在 以 7 为 起 点 
和 终点 的 极 小 有 向 循环 w, 则 ejFQe; = Flw] ~ Flz] 是 已 上 一 个 未 定 元 的 多 项 式 
环 . 如 果 不 存 在 以 7 为 起 点 和 终点 的 有 向 循环 , 则 ejFQei = 已 从 而 ejFQej 总 是 
一 个 Noether 环 . 而 对 任意 i, ejJiei GejPei C ejI3ei; C… 是 ejFQei 的 一 个 有 限 
生成 左 模 的 递增 链 , 因而 在 有 限 步 终止 . 于 是 五 E 五 ES I 5.… 亦 而 在 有 限 步 终 
止 . 这 就 证 明了 FQ 是 一 个 左 Noether 代数 .| 
对 于 右 Noether 环 有 类 似 的 刻画 , 其 叙述 与 证 明 留 给 读者 . 
Q 中 一 条 有 向 循环 w = (ala…ala) 称 为 孤立 的 , 如 果 w 所 经 过 的 顶点 
3(a4),…,s(ar) 互 不 相同 且 与 @ 中 其 他 项 点 没有 箭 向 相连 . 由 定理 10.2.2 及 其 对 
偶 , 可 以 得 到 . 

定理 10.2.3 ”下 列 断言 等 价 : 

(1) Q 中 任意 有 向 循环 都 是 孤立 的 ; 

(2) FQ 同时 是 左 、 右 Noether 环 . 

现在 讨论 如 何 用 第 图 来 刻画 路 代数 的 Jacobson 根 . 设 Q 是 一 个 箭 图 , @ 中 一 
条 道路 (jlas …oali) 称 为 正则 的 , 如 果 ! > 0 且 它 不 是 有 向 循环 的 子路 . 用 R(Q@) 
表示 Q 中 正则 道路 集合 . 

定理 10.2.4 ”FQ 的 Jacobson 根 J 是 由 Q 的 所 有 正则 道路 张 成 的 子 空间 . 

证 需要 证 明 


> arztlat E 书 zeE no]} : 
t 


首先 证 明 {azar € 已 ze R(Q)} 5 J. 设 > 为 @Q 的 正则 道路 , (z) 为 z 生 
成 的 理想 . 设 zx,z2,y,y2 是 @ 的 路 , 则 有 z1zz2y1zyz = 0. 如 果 Zz1zz2y1zy2 # 0， 
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则 zzzy 以 的 起 点 为 其 起 点 和 终点 , 因而 是 一 个 包含 = 为 其 子路 的 有 向 循环 , 这 
与 = 的 正则 性 矛盾 . 于 是 得 到 (2)? = 0, 因而 (2) 是 一 个 军 零 理想 上 且 (2) CJ. 从 而 
{Dla e rae RO} EY. 


如 果 { Daal EP,z eR(Q)} 关 J. 存在 pe EJ 且 有 a 关 0 使 


pes 非 正则 . 设 pw 是 以 i 为 起 点 和 j 为 终点 的 路 . 必要 时 左 乘 o; 右 乘 oi, 可 设 每 
一 pi 都 是 以 i 为 起 点 和 j 为 终点 的 路 .又 pi 非 正则 , 它 是 某 个 有 向 循环 的 子路 ， 
即 存在 @ 中 以 为 起 点 和 ; 为 终点 的 路 u, 使 ups 为 有 向 循环 于 是 对 所 有 1， up 
是 以 i 为 起 点 和 终点 的 有 向 循环 于 是 所 有 mx 都 不 是 正则 元 . 可 设 ur # 0. 由 于 
az € J, uz 是 拟 正则 元 . 这 时 存在 0 地 ye FQ, 使 得 


urT+Yy+ Yur = 0. 


如 果 y = beat 关 0, 必要 时 用 ei 左 、 右 乘 y 及 zu+y+zuy = 0, 可 设 所 有 gt 
都 是 以 i 为 起 点 和 终点 的 有 向 循环 于 是 


下 rr 
wz+3+Wuz= > atupt+》 bg t+ DY aitbvgvupt=0. 
t=1 t=1 


t=1 t=1 
假设 当 上 > ! 时 , pe 是 在 所 有 z 中 有 最 大 长 度 者 , 而 当 # > 1' 时 , qu 是 在 所 有 gq; 
中 有 最 大 长 度 者 . 注意 到 z,y 都 在 J 中, 而 J 中 没有 竹 等 元 , 这 两 个 长 度 皆 > 1， 
于 是 这 时 在 上 面 等 式 左边 和 中 , 这 样 的 guups 具有 最 大 长 度 且 其 长 度 大 于 其 他 项 


中 路 的 长 度 . 于 是 得 到 5 3 uluguapt = 0. 但 作为 @ 中 的 路 , 由 于 pi 的 长 度 与 


t=! t= 
ps 的 长 度 相同 而 qu 的 长 度 与 g 的 长 度 相同 , vapt = gwaps 当 且 仅 当 ps = ps 且 
ge = gw， 于 是 1 = ”= r/. 由 于 路 构成 FQ 的 基 , 立即 得 到 ur = 0, 即 a, =0 
或 = 0, 矛盾 . 
这 就 证 明了 J = { 半 oztloes 忆 zeR(O)} | 


10.3 自由 代数 , 张 量 积 和 张 量 代数 


路 代数 事实 上 是 一 类 自由 代数 , 即 它 具 有 某 种 泛 性 . 设 是 一 个 域 , X 是 一 个 
集合 . 

定义 10.3.1 一 个 F- 代 数 4 称 为 X 生成 的 自由 代数 , 如 果 存 在 一 个 映射 
i: 一 4, 使 对 任意 F- 代 数 4 及 映射 J/ : X 一 4' 存在 唯一 代数 同 态 f : 4 一 4， 
使 得 f= foi. 这 个 性 质 也 称 为 自由 代数 的 泛 性 . 


.228 . 第 10 章 ”路 代数 与 张 量 代数 


这 一 泛 性 由 下 面 的 交换 图 描述 : 


事实 上 , 用 W(X) 表示 以 X 为 字母 表 的 字 的 集合 , 直观 地 讲 , 也 就 是 集合 
W(X)= {zl…zrlzeeXr < oo 


用 4(X) 表示 以 W(X) 为 基 的 F- 向 量 空间 . 对 W(X) 的 字 , 通过 字 的 连接 定义 其 
乘法 , 即 如 果 wi = z1… zr,w2 二.…zs E W(X), 定义 


WI1W2 = T1*** TrZ1 Za. 
将 它 双 线性 地 扩张 到 A(X) 上 , 即 对 》 anwn,》 baof e A(X), 其 中 am e 忆 定 
义 h 1 
(Eo) (Fm) ad 
h 1 hl 


读者 可 自行 证 明 , 关于 这 个 乘法 4(X) 构成 X 生成 的 自由 代数 . 注意 单位 元 可 通 
过 一 个 空 字 定义 . 这 个 关于 自由 代数 的 事实 可 以 叙述 为 下 面 的 命题 . 
命题 10.3.1 ” 设 X 是 一 个 集合 , X 生成 的 自由 代数 存在 . 
对 任 一 代数 4, 存在 自由 代数 Fa 及 满 同 态 了 : Fa 一 4. 
命题 的 第 二 个 断言 中 的 Fa 可 取 由 X = 4 生成 的 自由 代数 . 它 告诉 我 们 , 任 
一 代数 4 是 自由 代数 Fa 的 商 代数 , 即 是 自由 代数 的 同 态 象 . 自由 代数 的 另 一 个 构 
造 方法 是 通过 双 模 的 张 量 积 来 构造 . 
设 4 是 一 个 F- 代 数 , M 是 一 个 右 4- 模 , N 是 一 个 左 4- 模 . 对 向 量 空间 二 , 映 
射 :f : M x N 一 工 称 为 内 A4- 双 线性 的 , 如 果 对 任意 zz e M,y,y EN 及 re A, 有 
f(z+7,y) = f(z,Y) + f(z',Y), 
f(z,y+y) = f(z,y) + f(z,Y), 
f(zr,y) = f(z,7y). 
定义 10.3.2 ”如 果 FF- 向 量 空 间 M @N 及 映射 +:M xN 一 M @N 满足 条 
A A 
件 : 对 任意 向 量 空 间 工 及 任意 内 双 线性 映射 了 : M x N 一 三 , 存在 唯一 线性 映射 
f: M@N=—L, 使 f= fot, 则 将 (M@N,) 称 为 右 4 模 M 和 左 4 模 六 在 4 ' 
上 的 张 量 积 . 通常 简 记 为 MO@N. 
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张 量 积 可 用 下 面 的 交换 图 描述 : 
MxN 一 MO@N 
A 
fs dF 
L 


注意 到 域 上 的 模 , 即 向 量 空间 , 既是 左 模 又 是 右 模 . 第 1 章 中 定义 的 代数 的 张 
量 积 作为 向 量 空 间 实际 上 是 代数 作为 域 上 向 量 空间 的 张 量 积 . 这 时 , 乘法 可 看 成 
是 由 (a@ 引 (a'@) = aa’ @ bb' 定义 的 . 
命题 10.3.2 ” 设 4 是 一 个 F- 代 数 , M 是 一 个 右 4- 模 , N 是 一 个 左 4- 模 . 张 
量 积 M@ NN 存在 . 
证 “证明 是 构造 性 的 , 其 过 程 概述 如 下 : 首先 构造 一 个 以 M x N 中 元 素 为 基 
的 向 量 空间 W. 考虑 其 中 由 集合 
Ui={(z+7,9) — (2,9) — (2,Y)lz,z € M,ye N}, 
U2 ={(z,y+Y) — (2,9) — (zz € M,y,y € N}, 
Us = {(z7,y) — (z,ry)lz €E M,y ee N,r € A} 


张 成 的 子 空间 


所 = fe € UiUU2UUs,rs € 站 


的 自然 嵌入 与 三 到 wev- = _W/D 的 自然 抽 交 (线性 中 射 ) 的 合成 . (a,b) 在 + 下 
的 象 记 作 a @b. 证 明细 节 请 读者 自行 补 全 ， | 

设 4,B 为 两 个 代数 , 一 个 同时 是 左 4- 模 和 右 B- 模 的 M 称 为 一 个 4-B- 双 模 ， 
如 果 对 任意 re 4,seB 和 ze M, 有 


(rz)s = 7(zxs). 
设 M 是 一 个 4-B- 双 模 . 如 果 N 是 一 个 左 B- 模 , 对 z e M,y e Nire 4, 定义 模 
乘法 
7r(z@y) = (rz)@y， 
则 M@N 自然 地 成 为 左 4- 模 . 如 果 工 是 一 个 右 4- 模 , 则 LI@M 可 类 似 地 自然 
定义 为 右 B- 模 . 如 果 这 时 C 是 一 个 代数 而 工 还 是 一 个 左 C- 模 , 则 Lo >= 个 
C-B- 双 模 . 
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我 们 知道 , 如 果 N 是 一 个 左 4- 模 , 则 A@N 之 N. 如 果 N 是 一 个 右 4- 模 , 则 
N@A~N. 


“有 下 面 关于 张 量 积 结合 律 的 命题 
命题 10.3.3 ” 设 4,B 为 两 个 代数 , 设 工 是 一 个 右 4A- 模 , M 是 一 个 4-B- 双 
模 , N 是 一 个 左 BB 模 , 则 有 


(:@M)8N ~ (MYN). 
证 对 任意 ze N, 考虑 映射 hs: LxM 一 L@ (M@N), 对 (zy) ELxM, 


hz(z,y) = 7® (vez). 


则 hs 是 一 个 内 4 双 线 性 映射 . 于 是 存在 唯一 线性 映射 了 : I® M 一 5@ (M ®N), 
使 得 
万 (zsy) 一 zel(yez). 

对 (wz)e(L@M)xN 定义 (wz)=f(w), 则 对 任意 w= 了》 zteyw e IL@M,zEN 
和 5 

f'(u,2z) = Do zi@ (nez). 

t 
容易 看 出 /是 内 B- 双 线性 映射 . 于 是 存在 唯一 线性 映射 
f: (7@M) BN En r@(M®N), 

使 得 

/((zey) gz) =ze 人 yez). 


类 似 地 , 存在 唯一 线性 映射 
g: I@(M®@N) 一 (Ga0)g@nw， 


使 得 
g(r® (vez)) = (zsy) @z. 


显然 f 和 9 是 互 逆 的 线性 映射 , 即 有 
(I@M)ON ~ I® (MN). | 
a B aA B 
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这 个 证 明说 明 , 在 自然 同 构 下 , 张 量 积 的 结合 律 对 元 素 也 是 成 立 的 . 
定义 10.3.3 ” 设 4 是 一 个 代数 , M 是 一 个 4-4- 双 模 , 则 对 任意 非 负 整数 m， 
定义 
A, m= 0, 
Me™m— M, WW, 
MM, m=1+1. 


显然 对 任意 m, Mem 仍 是 4-A- 双 模 A 上 M 的 张 量 代数 是 向 量 空 间 的 直 和 
Ta(M) = M20@MS16M226…， 
加 上 自然 定义 的 乘法 , 即 对 zi @.…g@zse M35,yn @…@yE MSt, 定义 
(18:…&zs) : (ne By) = 118.… B78 By 


而 对 任意 元 素 = = Daiy = Dj yur, 其 中 , zw 和 yi 分 别 具 有 z1@…@ zt 和 


tl Rd# 
轴 @…@ye 的 形式 , 定义 
Ty= >》 ro yw 


tt, 

命题 10.3.3 保证 了 这 样 定义 的 乘法 是 结合 的 . 有 下 面 的 命题 : 

命题 10.3.4 ”Ta(M) 是 一 个 结合 代数 . 

张 量 代数 是 一 个 重要 的 构造 方法 , 它 包 括 了 所 知道 的 自由 代数 和 路 代数 的 构 
造 . 

例 10.3.1 设 4= 下 是 域 , 而 X 是 一 个 集合 . 令 M 是 以 X 为 基 的 已 向 量 
空间 , 则 M 是 4-4- 双 模 , 则 有 下 面 的 命题 : 

命题 10.3.5 ” 设 M 是 如 上 述 定义 的 4-4- 双 模 , 则 Ta(M) 是 X 生成 的 自由 
代数 .| 

例 10.3.2 设 下 是 一 个 域 ,而 设 Q 是 一 个 有 个 项 点 的 箭 图 , 对 于 i,j € Qu， 
定义 Mij 为 以 从 j 到 i 的 箭 向 为 基 的 向 量 空间 (F-F- 双 模 ), 而 当 j 到 i 无 篆 向 时 
为 0. 令 

= 两 = @z = {(01,.…,an)las € FY} 


为 n 个 下 作为 F- 代 数 的 直 和 , 令 ei = (0,…,0,1,0,…,0) 为 其 中 第 i 个 分 量 为 
1 而 其 他 分 量 为 0 的 向 量 , 则 e1,… ,en 是 4 的 一 个 基 上 且 是 交换 正 交 知 等 元 集 . 记 
瓦 = hei=eih. 令 M = 》，”@Mij 是 向 量 空间 的 直 和 . 对 a= (a1,…,an) e 4， 


bjEQo 


232. 第 10 章 ”路 代数 与 张 量 代数 


r= > zij € M, 其 中 zij €E Mijy. 定义 


iTJEQo 
az 一 bP qiTij, Ta= > TijQjs 
jEQo jEQo 
则 有 
eiMe; = eiMije; = Mi 
是 一 个 五 - 感 - 双 模 . 而 


WijriGAMi 1 2 Mis, jo Mio, 


是 从 j 到 i 经 过 点 各 ,…, 训 -1 的 全 体 路 所 张 成 的 向 量 空间 . 这 时 有 下 面 的 结果 , 它 
表明 了 路 代数 与 张 量 代数 的 联系 . 

命题 10.3.6 。”M 是 一 个 如 上 述 的 4-4- 双 模 , 则 FQ ~ Ta(M). 

设 X 是 一 个 有 限 集合 , Q = ({1}, X, s,t) 满足 对 所 有 z e X, s(z) = t(z) = 1 
即 是 一 个 顶点 , 而 以 X 的 元 素 为 圈 箭 的 箭 图 . 则 FQ 是 X 生成 的 自由 代数 . 


10.4 赋值 图 的 张 量 代数 与 路 代数 的 同 构 
给 定 箭 图 Q = (Qu,Qi,s,b,Q' = (Q1,84,s t), 如 果 存 在 一 对 一 一 映射 
轴 :Q@o 一 90， 广 :Qi 一 Qi， 
使 得 对 所 有 a e Q1, 有 
s(fi(o)) = fo(s(o)), #(fi(o)) = ja(t(a))， 


则 称 f= (fo, 记 ) 为 第 图 Q 到 箭 图 Q' 的 一 个 同 构 . 如 果 @ 与 Q' 同 构 , 则 显然 有 
FQ 与 FQ' 作为 代数 是 同 构 的 . 自然 要 问 , 如 果 FQ 与 FQ' 作为 代数 同 构 , Q 与 
Q@' 是 否 同 构 呢 ? 本 节 回答 这 一 问题 . 事实 上 , 先 将 路 代数 推广 到 赋值 图 的 张 量 代数 ， 
然后 对 赋值 图 的 张 量 代数 解决 同 构 问 题 . 

定义 10.4.1 ”一 个 赋值 图 G 是 一 个 三 元 组 G = (V, d,g), 其 中 , V 是 一 个 有 限 
(顶点 ) 集合 ， 

d:in di 

是 一 个 从 顶点 集合 V 到 正 整数 集合 的 映射 ， 


g=(g9,9") 
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是 从 顶点 集合 的 卡 氏 积 V x V 到 非 负 整数 集合 的 映射 对 ， 
go (i = 9 
对 任意 (i,j) eV xV 满足 条 件 
dig!; = gdj- 


显然 对 任意 (i,j) eV x V,， 有 6 关 0 当 且 仅 当 gs; #0. 

设 Q 是 一 个 箭 图 , 令 V = Qo. 对 每 一 ie V, 定义 di = 1, 而 对 任意 (i,j) € 
VxV 定义 gf; =g5 为 从 i 到 j 的 箭 向 的 个 数 , 则 (V,d,g) 是 一 个 赋值 图 . 反 过 来 ， 
如 果 (V,d,g) 是 一 个 赋值 图 且 对 每 一 ie V, 有 di =1, 则 gl; = gs, 取 V 为 项 点 集 
合 , 而 对 任意 (i,j) eV xV 作 g5 条 从 i 到 j 的 和 镁 向, 则 得 到 一 个 箭 图 Q. 

定义 10.4.2” 设 G = (V,d,g) 是 一 个 赋值 图 , 并 设 FF 是 一 个 域 . G 的 一 个 
下 -实现 是 一 个 F 上 的 有 限 维 可 除 代数 及 其 双 模 的 集合 


(D, M) = {(Dr,iMi)lh € V,(i,j) EV xV}, 


其 中 , D 是 有 限 维 可 除 代数 , ;Mi 是 Di-D;- 双 模 , 满足 下 列 条 件 : 

(1) D; 作为 F 向 量 空间 的 维 数 dimrDi = di; 

(2) AM 作为 左 Di- 向 量 空间 的 维 数 dimp,iM; = g;, 而 iM; 作为 右 D;- 向 量 
空间 的 维 数 dimpjiMi = 的 

令 D = 四 Di 为 代数 直 和 , 而 M = 四;M; 为 向 量 空间 的 直 和 . 像 10.3 节 


一 样 将 M 自然 地 定义 为 D-D- 双 模 ， 这 时 张 量 代数 Tp(M7) 称 为 由 值 图 G 的 F. 实 


定义 10.4.3 ”假设 V 是 有 限 集合 . 设 G = (Vd,g), G' = (V',d',g') 是 两 个 赋 
值 图 . 如 果 存 在 一 一 映射 o : V 一 V', 使 对 任意 i,j eV 有 


di= det) 和 gij = gs)o0); 


则 称 这 两 个 赋值 图 同 构 . 设 (D, M) 和 (D', M7') 分 别 是 G 和 G' 的 F- 实 现 . 如 果 
赋值 图 G 与 G' 同 构 , 且 对 每 一 ie V 存在 F- 代 数 同 构 5 : D; -，D', 用 此 同 构 将 
了 与 Di 等 同 , 则 对 任意 i,j se Y 存在 Di -Di- 双 模 同 构 wi; : ;M; ;My, 则 称 这 两 
个 F- 实 现 同 构 . 

显然 , 如 果 G 与 G' 是 同 构 的 赋值 图 , 而 (D, M) 与 (D', M7') 分 别 是 它们 的 
-实现 且 同 构 , 则 其 张 量 代数 Tp(M) 与 Tp,(M') 同 构 . 这 个 事实 的 逆 命 题 是 下 面 
的 定理 . 
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定理 10.4.1 设 G=(V,d,g), G' = (V',d',g') 是 两 个 赋值 图 . 并 假设 (D, MD) 
和 (D', M1') 分 别 是 G 和 G' 的 F- 实 现 , 设 T=Tp(M) 和 7T'=Tp'(M') 分 别 是 它 
们 的 张 量 代数 . 如 果 存 在 一 个 代数 同 构 f: T 一 T', 则 存在 一 一 映射 o : V 一 V'， 
使 得 对 任意 i,jeV 有 Di ~ Dj) 和 ;Mj 之 ot) MeO) 
证 设 I 和 了 分 别 是 T 和 T' 中 由 所 有 i 承 j 的 ;iM; 和 所 有 s 关 t 的 ,M! 生 
成 的 理想 . 令 
N= @iM, N= @iM, 
i€EV teV’ 
B=@N®:, B=@N®:, 
t>1 t>1 
则 作为 加 群 , 有 
T=D8@Be@I 和 T’= D'eB'e67. 
先 证 (7) ET. 只 需 证 对 所 有 i 关 j 有 f(iMj;) ET. 设 z EiMi, 并 设 
f(z)=d+b+z, deD,b eB,z Eel, 
由 于 i 关 j, 有 2z?=0, 于 是 
0= jz2) = f2(z)=d? + (bd + db + 6 ) + 2, 
Vd +db +b eB,2 er. 
于 是 d?=0, Vd'+db =0 且 =0. 由 于 DD 是 可 除 代数 的 直 和 ,由 d”=0 得 
二 0, 随 之 ?二 0 而 得 到 以 = 0, 因而 f(z)=z eT 
同样 , -1(7') C7, 故 IcC f(T), 这 样 便 得 f(7) = 也 
这 样 , 同 构 f 就 诱导 一 个 同 构 


六 :DBB~T/T 一 了 /用 ~ D'@B'. 


容易 看 出 , D @ B 中 的 每 一 个 寡 等 元 实际 上 都 在 D 中 , 同样 D'@ B' 中 的 每 一 个 
备 等 元 也 都 在 D' 中 . 已 = {eili e V}, 其 中 , ei 是 Pi 的 恒 等 元 , 是 D 的 本 原 客 等 
元 的 集合 , 而 B' = {es|s EV'}, 其 中 , es 是 D' 的 恒 等 元 , 是 D' 的 本 原 寡 等 元 的 集 
合 . 而 FLB) 是 本 原 寡 等 元 的 集合 . 于 是 了 诱导 出 已 与 B' 间 的 一 个 双 射 来 . 这 样 
就 建立 了 一 个 双 射 0 : Y 一 V'. 利用 这 个 双 射 将 Y 与 V' 等 同 起 来 , 这 样 , 对 所 有 
i 都 有 Fei) = 他. 
考虑 子 环 
Ti =eiT/Iei = eiD@Be; = Di®B: 


T= eT'/T'e! = eiD'@B'e! = DI@B!, 
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其 中 , Bi = 四 ;MB B! = 四 ;MI 显然 地 诱导 出 同 构 
t>1 


天:D 一 2 
易 见 7T; 和 TY/ 中 所 有 的 可 逆 元 的 集合 分 别 为 D;\{0} 和 D'\ {0}, 因而 对 每 个 ie V， 
导出 同 构 D; ~ D4, 在 这 个 同 构 下 把 每 个 D; 与 D 等 同 起 来 . 


证 明 作为 Di-Di- 双 模 , 有 ;Mi ~ iM1. 为 此 , 考虑 上 面 的 同 构 对 应 fi; : T 一 TY. 
对 zeiMiCT, 记 


fi(z) = —ds + 7 +2, 
其 中 , d' € Daz' Ei Mf zeiM82+iM23+.…. 由 于 对 de D;, fi(d) = d 于 是 有 
fildz +7) =z + 
设 Li 是 由 {ds +zlz € iMi} 生成 的 子 加 群 , 由 于 对 所 有 wb e Di,z € iM; 有 
filazb) = a. fi(z):b, 
容易 验证 , 对 于 a1,b, € Di, zt € iM;, 
dai-zibit..tarzrb, = Ql dz bl: +ar dz b,. 


这 说 明 作为 Di-Di;- 双 模 有 ;Mi ~ Li. 于 是 要 证 ;Mi ~ ;M1, 只 需 证 ;M1! ~ 万 即 可 . 
令 


Br = 天 十 天 二 ET 


由 于 对 任意 wbe D; 有 aBrbS Br , 目 对 ds+z,dy+ye Li 有 (ds+z)Br,(dy+ 
Y) S BL, 故 BL, 是 Ti 的 理想 . 显然 fi(BL,) ES Bl, 这 样 BL， 承 T 且 作为 加 
群 的 直 和 有 T= Di @ BL,. 于 是 作为 加 群 的 直 和 亦 有 T! = Di @ (BL,), 这 样 ， 
有 i(BL,) = BI. 这 样 可 以 得 到 如 下 的 D;-D;- 双 模 同 构 : 


Li~ Br/BE, ~ fi(BL)/(fi(BL))? ~ BI/(BIY)? ~ iM!, 
这 正 是 要 证 的 . 
最 后 证 明 对 i 关 j, 有 Di-D;- 双 模 同 构 :AM ~ ;MS. 
令 B* = 二; Br 则 由 于 BL, CT 


B*=) Br = 个 Br 
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这 样 , 有 
T=D@B*@I 和 了 = DeB'e7. 


由 于 J(D) = 了 及 f(BL.)= Bi, 还 有 f(B*@7)= B'@T, 因 而 
f((B*®1)’) = (B'@T'). 


有 一 个 同 构 
f:D® (em 8 (eo) ~T/(B'@DN’ —» T!/(B'@I)’ ~ D'e@ (8 
i 


已 经 证 明 Fei + 7?) = e! 十 I, 这 样 
flei+(B* +7)?)=e!+2+B'+1?, 


其 中 , z! e I. 由 此 得 到 , 对 i 取 j, 有 同 构 对 应 


f :iM; = ei: (DiM;)B(BL) :ei 
i ” 
(eit+(B* +71)?).(B* +1/(B* +7)?).(e;+(B" +71)?) 
S(el+zt+(B +7)):(B +I/(B' +I)). (的 十 从 十 7 
~ iM;. 
这 给 出 一 个 加 群 同 构 
万 :0 = MS. 
由 于 于 导出 Di 与 D' 的 同 构 , 从 而 自然 地 成 为 一 个 Di-D;- 双 模 同 构 . 
这 就 完成 了 证 明 .| 
有 下 面 的 推论 . 
推论 10.4.1 设 了 与 并 分 别 是 赋值 图 G 和 G' 的 某 个 实现 的 张 量 代数 , 如 
果 T>T', 则 G 与 G' 同 构 . 
推论 10.4.2 ” 设 下 是 一 个 域 , 并 设 8 与 Q' 是 两 个 箭 图 , 则 路 代数 FQ 与 
FQ' 同 构 的 充分 必要 条 件 是 箭 图 Q 与 Q' 同 构 . 


10.5 “有限 维 代数 的 箭 图 和 Gabriel 定理 


设 FF 是 一 个 域 , 4 是 一 个 有 限 维 F- 代 数 . 用 J(4) 记 4 的 Jacobson 根 . 我 
们 知道 , 这 时 J(4) = N 是 4 的 寡 零 根 . 对 正 整数 t, 记 天 (4) = (J(4)):， 如果 
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A/J(4) = 田 Di 是 可 除 代数 Di,…,Dn 的 直 和 , 称 4 为 一 个 基 代 数 . 我 们 知道 每 
一 个 有 限 维 代数 Morita 等 价 于 一 个 基 代 数 ( 见 附录 ) 

设 4 是 基 代 数 . 将 其 单位 元 写成 正 交 本 原 堪 等 元 的 和 , 1 = ei 十 … 十 en. 把 @i 
在 4/7(4) 中 的 象 仍 记 为 ei. 于 是 ei4/J(4)ei = D; 且 ce1,…,en 是 A/J(4) 中 的 
唯一 的 一 组 正 交 本 原 中 心 寡 等 元 . 

4 的 乘法 导出 4 的 4-4- 双 模 结构 , 7(4) 和 .72(4) 是 其 子 模 , 故 J(4)/J?(A) 
也 是 4-4- 双 模 , 并 且 作为 4-4- 双 模 , .J(4) . 7(A4)/J72(4) = J(4)/J?(4): 7(4) =0. 
于 是 .J(4)/.J2(4) 自然 地 构成 一 个 4/J(4)-4/J(4)- 双 模 , 且 有 向 量 空间 直 和 分 解 


TA)/ TA) =1.7C/7204) .1= BeiTA)/ P(A)e;. 
1 


定义 10.5.1 设 4 是 一 个 域 上 的 有 限 维 代数 . 取 4 的 一 个 正 交 本 原 客 等 
元 完全 集 {e1,… ,en} 的 指标 为 顶点 集 V, 这 时 对 i,j EV = {1,…,n} 定义 
di = dimF D;, 
多 = dimp,eiJ (A)/T*(A)e;, 
95 = dimp,eiJ(A)/7°(A)e;, 


其 中 , dimp,eiJ(4)/J2(4)e; 和 dimmpieiy(4)/J2(4)ei 分 别 是 ei7(4)/J2(4)e; 作为 
左 Di- 空 间 和 右 D;- 空 间 的 维 数 . G = (V,d,g) 称 为 代数 4 的 赋值 图 , 记 作 Ga. 

为 了 简单 起 见 , 在 代数 闭 域 上 讨论 问题 , 即 约定 域 是 一 个 代数 闭 域 . 对 一 般 
情形 有 兴趣 的 读者 可 自行 探讨 或 参考 相关 的 文献 . 由 于 代数 闭 域 r 上 的 有 限 维 可 
除 代数 只 能 是 自己 , 因而 D; ~ F. 于 是 对 所 有 i, dim#D; = 1 且 


9 = dimeeiJ(C4) 人 72(4)ej = g5. 
令 Qo=TVY, 对 ieQo 取 ej7(4)/72(4)ei 在 上 的 一 个 基 
{an on} = 4 


为 从 ; 到 7 的 箭 向 集 . 令 Qi = U 45 这 时 Q4 = (Qo,Q@1) 称 为 代数 4 的 苯 力 . 
订 

由 定义 直接 得 到 下 面 的 结论 : 

命题 10.5.1 ”代数 4 与 4/.J2(4) 有 相同 的 箭 图 . 

著名 的 Gabriel 定理 指出 了 箭 图 对 于 研究 代数 的 重要 意义 . 

定理 10.5.1 (Gabriel 定理 ) 代数 闭 域 上 任意 有 限 维基 代数 是 一 个 路 代数 的 
商 代数 . 

证 设 4 是 代数 闭 域 F 上 的 一 个 有 限 维基 代数 . 设 8 = (Qo,Q1) 是 其 箭 图 ， 
FQ 是 它 的 路 代数 . 我 们 证 明 存在 一 个 满 同 态 f : FQ 一 4. 
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由 于 是 代数 闭 域 , F 上 没有 非 平凡 的 有 限 扩 域 , 于 是 4/J(4) 是 分 离 代 数 . 
因而 由 Wedderburn 主要 定理 ( 见 第 4 章 ), 存在 4 的 半 单子 代数 5, 使 得 作为 向 量 
空间 的 直 和 , 有 

A= 56J(4) 


且 8= 4/J(4). 这 时 
1=e1+:.*+en €S, 


对 i=1,…,n 有 eie5, 且 它们 是 5 中 两 两 正 交 的 中 心 本 原 寡 等 元 于 是 eiS = 
e@SeiF, 
S=eS®@:..@BenS = Fei®:…:@Fen 


是 单 代数 的 直 和 分 解 . 
考虑 自然 同 态 r: J(4) 一 J(A)/J?(4), 它 导出 同 态 


ij :etJ(4)ej = ei71(A)/T(A)ei. 


取 eiJ(4)/ 了 (4)e; 的 一 个 基 所 ,… ,后 ,, 设 Bi = {1,…,Bniy} 为 其 原 象 的 一 个 
代表 集 , 则 对 任意 zi = z9) e ciJ(A)ej, 有 


2 = -Sap + 00, 


其 中 , at E 玉 0 E eiJ2(A)e;. 类 似 地 , 对 任意 7 > 1 及 任意 EeeiJr(4)ej, 有 


光 = = Dartbre -Bt zg+), 


其 中 ars € PB € Bi int =iiat = jot1jr1 = .21 E ett1(A)ey, 这 样 ， 
如 果 J(A)*+! = 0, 可 将 zij 写 为 


ny 
2 二 > aup 十 Da2tB2rBit 十 … 十 DD arBre:* Bit. 
‘=1 加 


用 ei 表示 FQ 中 对 应 于 点 i 的 长 度 为 零 的 路 , 则 在 FQ 中 ， 


1=@1+'*+ en: 


ho= Fea®...@Fen. 
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对 t+>1 用 Q: 表示 Q@ 中 长 度 为 t 的 路 的 集合 , 并 令 


ht= {Ee EPps Ee o) 


为 FQ 中 由 长 度 为 t 的 路 张 成 的 向 量 空间 . 显然 eihie; 是 以 从 7 到 i 的 长 度 为 t 
的 路 为 基 的 向 量 空间 , 且 有 


hi = 四 see 
麻 


这 时 作为 向 量 空间 , 有 
FQ = Ao@BA1®.…@h, 


其 中 , ! 是 Q 中 路 的 最 大 长 度 , 且 对 所 有 t,t, 有 


AeAvwr = Arre. 


首先 定义 有 : ho 一 5, 对 了》 aiei € ho， 
i=1 


n (So) = Si ES. 
i=1 1 
显然 fo 是 4o 到 5 的 一 个 代数 同 构 . 
用 Qi 表示 Q@ 中 以 j 为 起 点 , i 为 终点 的 箭 向 的 集合 , 则 


[Qij| = ni = dimpeiA1e; = dimpeiJ(A)/ T°(A)e;. 


设 Qi = {Qi,…,any}. 这 样 ,对 ri e eihdiej, 有 zi = S Vaio 其 中 , at e F. 定 
义 有 (ow) = 即 便 
户 (zo) = 万 (2 = ab. 
t=1 t=1 


这 时 ,对 ze A, 有 z= 》 zi, 定义 


jEQo 


f(z)= > fil(zy). 
zjEQo 
如 果 将 3 与 4o 等 同 起 来 , 则 显然 广 是 一 个 从 4 到 J(4) 的 5-5- 双 模 单 同 态 , 且 
它 导出 1 到 ,J(4)/J2(4) 的 双 模 同 构 . 
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类 似 地 , 可 以 对 所 有 t, 定义 hs 到 J:(4) 的 S-S- 双 模 同 态 f, 满足 条 件 如 果 
了 一 愉 ma 是 一 条 由 第 向 为 ,… ,mm 构成 的 长 度 为 t 的 路 , 则 有 


fi(p) = f1(%) fi(), 
它 导 出 4 到 J(4)*/J*+1(4) 的 满 同 态 . ; 
对 任意 re FQ, 有 正 数 ", 对 于 0<t<r 存 在 zi e hi, 使 得 v=》 zi. 定义 
/FQ 一 4 如 下 : hl 
f(z) -Dre 


则 显然 了 是 从 FQ 到 4 的 满 射 . 容易 验证 f 是 从 FQ 到 4 的 代数 同 态 . 
这 就 证 明了 Gabriel 定理 .| 
由 Gabriel 定理 可 以 看 到 , 同 态 f 在 ho @ hi 上 的 限制 是 一 个 单 射 . 于 是 得 到 
T= ker fC 42 日:…. 另 一 方面 , 令 


J= MN@A2B.…, 


则 7(4) 是 7 的 像 . 由 于 4 是 有 限 维 的 , 于 是 有 ! > 2, 使 得 (4) = 0. 于 是 有 
ht CT= kerf 对 所 有 t > 1 成立 . 于 是 有 


TECI=kerf C1. 


路 代数 中 满足 这 样 条 件 的 一 个 理想 称 为 一 个 克 许 理想 . 这 个 理想 的 一 个 生成 元 集 p 
称 为 这 个 代数 的 关系 , 这 时 代数 4 由 其 箭 图 Q4 和 关系 p 唯一 确定 . 

这 样 , 可 以 得 到 代数 闭 域 上 任意 有 限 维 代数 的 一 个 更 为 精细 的 刻画 . 

命题 10.5.2 ”代数 闭 域 上 一 个 有 限 维基 代数 是 其 第 图 的 路 代数 关于 某 个 允许 
理想 的 商 代数 . 


10.6 ”遗传 代数 和 路 代数 


Gabriel 定理 告诉 我 们 代数 闭 域 上 每 一 个 有 限 维 代数 是 路 代数 的 商 代数 . 而 有 
限 维 路 代数 本 身 恰好 是 一 类 称 为 遗传 代数 的 重要 而 有 趣 的 代数 类 . 

定义 10.6.1 ”一 个 代数 称 为 遗传 代数 , 如 果 其 每 个 左 理想 都 是 投射 模 . 

设 4 是 已 上 的 一 个 有 限 维 代数 , M 是 一 个 有 限 生成 4- 模 , M 是 有 限 维 模 ， 
而 M 有 极 大 子 模 (事实 上 , 取 M 中 维 数 极 大 的 子 模 即 可 ). M 的 根 定义 为 M 的 所 
有 极 大 子 模 的 交 , 记 为 J(M). M 的 子 模 N 称 为 是 一 个 小 子 模 , 如 果 对 M 的 一 个 
子 模 X, 由 NN 十 X= M 可 以 得 到 X = M. 下 面 的 引 理 刻画 了 M 的 小 子 模 . 
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引 理 10.6.1 M 的 子 模 N 是 小 子 模 当 且 仅 当 N Cc .J(CMD). 

证 假设 Nc J(M), 并 设 X 是 MM 的 子 模 是 有 X+N = M. 如 果 生 尖 M, 则 
由 于 M 是 有 限 生成 的 , 存在 M 的 极 大 子 模 工 ,使 XC 工 , 而 由 定义 N C J(M) CL， 
于 是 X + N S 工 关 M. 这 是 个 矛盾 . 从 而 含 于 根 中 的 子 模 是 小 子 模 . 

反之 , 如 果 N Z 7(M), 则 存在 M 的 极 大 子 模 X, 使 得 N ZX, 由 XX 的 极 大 
性 得 X + N = M. 于 是 N 不 是 小 子 模 .| 

下 面 的 命题 刻画 了 代数 的 根 与 其 模 的 根 之 间 的 关系 : 

命题 10.6.1 4 和 M 如 上 面 定义 , 则 


J(M) = JT(A)M. 


证 先 证 J(4)M Cc J(M). 设 对 M 的 子 模 X 有 J(4)M+X = M, 则 对 所 有 
m>0, 亦 有 J(4)™M +X = M. 而 J(4) 寡 零 , 于 是 X = M. 即 J(4)M 是 小 子 
模 , 由 引 理 10.6.1, J(A)M S J(M). 

另 一 方面 , 由 于 J(4) . M/7(4)M = 0, 于 是 M/J(4)M 是 A/7(4)- 模 , 因而 
是 半 单 4/J(4)- 模 , 也 是 半 单 4- 模 ， 从 而 J(M/J(4)M) = J7(M)/7(A)M = 0, 即 
J(M) S J(4)M. 于 是 J(M)=J(A)M. | 

作为 推论 , 可 以 得 到 著名 的 Nakayama 引 理 . 

推论 10.6.1 设 M 是 4- 模 , 则 J(4)M = M 当 且 仅 当 MM = 0. 

对 于 遗传 代数 , 有 如 下 的 刻画 : 

定理 10.6.1 ”对 一 个 有 限 维 代数 4, 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 4 是 遗传 代数 ; 

(2) 主 4- 模 的 子 模 是 投射 模 ; 

(3) 7(4) 是 投射 模 ; 

(4) 投射 4- 模 的 子 模 是 投射 模 . 

证 (1) (2), (4)=S(1). 显然 成 立 . 

(2) 坟 (3). 设 4 = P(1) @ … @ P(n), 而 每 个 P(i) 是 主子 模 ， 由 于 J(4) = 
J(P(1)) @…@J(P(n)) , 由 (2), 每 一 J(P(i)) 是 投射 模 , 因而 J(4) 也 是 投射 模 . 

(3) = (4). 设 M 是 投射 4- 模 已 的 子 模 . 对 P 的 维 数 dimPP 作 数 学 归纳 . 

如 果 dimpP = 1, 已 是 单 投射 模 , 从 而 M 也 是 投射 模 . 

设 ! > 1 且 对 维 数 小 于 1 的 投射 模 , 其 子 模 是 投射 模 . 

设 dimpP =1, 可 设 己 = 妃 田 已, 其 中 ,已 是 P 的 主 模 直 和 项 . 用 7 表示 PP 
到 Pi 的 投影 . 如 果 r(M) = Pi, 则 M Pe@N, 这 时 有 N= 户 门 M 是 己 的 子 
模 . 而 由 于 dims 忆 <1, 于 是 N 投射 , 从 而 M 亦 投射 . 

如 果 7(M) 关 五 , 则 有 M cC J(Pi)e@P. 由 (3), J(P) 投 射 .而 dimrPi@PB < 
由 归纳 假设 , M 投射 . 
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这 就 证 明了 定理 .| 

由 (4) 可 以 看 到 4 是 遗传 代数 当 且 仅 当 其 整体 维 数 为 1. 遗传 代数 的 投射 模 
具有 下 面 的 性 质 . 

命题 10.6.2 ” 设 4 是 遗传 代数 , P,Q 是 不 可 分 解 4- 模 . 如 果 Q 是 投射 模 , 则 
任意 非 零 同 态 f :已 一 Q 是 单 射 且 P 是 投射 模 . 

证 由 于 0 关 jJ(P) SQ, f(P) 是 投射 模 , 而 了 : P 一 f(P) 是 满 同 态 , 于 是 
P ~ f(P)@ kerf. 但 P 是 不 可 分 解 4- 模 , 于 是 kerf = 0, 从 而 f 是 单 射 由 于 
f(P) 是 投射 模 , 于 是 已 = f(P) 是 投射 模 ， | 

对 偶 地 , 还 有 下 面 的 命题 : 

命题 10.6.3 ” 设 4 是 遗传 代数 , 7, N 是 不 可 分 解 4- 模 , 如 果 I 是 入 射 模 , 则 
任意 非 零 同 态 :1 一 N 是 满 射 且 N 是 入 射 模 ， | 

对 于 基 代 数 , 下 面 的 定理 给 出 了 遗传 代数 与 路 代数 的 联系 : 

定理 10.6.2 ” 设 下 是 域 , 而 设 Q 是 没有 有 向 循环 的 箭 图 , 则 路 代数 FQ 是 有 
限 维 遗 传代 数 . 

如 果 已 是 代数 闭 域 , 而 4 是 上 的 有 限 维 遗传 基 代数 , 则 4 是 一 个 无 圈 箭 图 
的 路 代数 . 

证 设 4A= FQ 是 没有 有 向 循环 的 箭 图 Q 的 路 代数 , 由 定理 10.1.1, 4 是 下 
上 的 有 限 维 代数 . 对 ie Qo, 设 ei 是 对 应 于 顶点 i 的 备 等 元 (平凡 路 ), 单位 元 1 可 
以 写成 两 两 正 交 的 本 原 宫 等 元 的 和 1 = el 十 … + en. 于 是 


A= Ae1®:….@Aen 
是 4 的 一 个 左 模 直 和 分 解 , 其 中 , P(i) = 4ei 是 不 可 分 解 投射 模 . 于 是 
J(4) = .J(4el)@…@J(4en). 

由 定理 10.6.1, 只 需 证 明 对 每 个 i, J(4ei) 是 投射 模 . 

注意 到 4ei 是 以 由 项 点 i 发 出 的 路 为 基 的 向 量 空间 , 而 左 模 运算 由 代数 4 的 乘 
法 自然 地 定义 , 这 相当 于 由 顶点 i 发 出 的 路 与 其 他 路 的 连接 . 而 由 命题 1, J(4ei) = 
7(4)hei 作为 向 量 空间 以 由 顶点 i 发 出 的 长 度 大 于 或 等 于 1 的 路 为 基 . 设 1，…, a 
是 由 i 发 出 的 所 有 篆 向 , 其 终点 分 别 为 坟 ,…, 志 (可 能 有 相同 的 ), 则 有 


J(Aei) = Aaiei® :+®Aarei. 
对 1<t<r, 显然 Aarei 是 4- 模 , 且 对 任意 z& 4， 


Zej, 一 TEj, res 


是 由 hej, 到 Aawei 的 同 构 . 故 Aarei 是 投射 模 . 随 之 .J(4ei) 是 投射 模 , 从 而 J(4) 
是 投射 模 , 即 4 是 有 限 维 遗 传代 数 . 这 就 证 明了 第 一 个 断言 . 
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现在 证 明 第 二 个 断言 . 如 果 4 是 代数 闭 域 F 上 的 有 限 维 遗 传 基 代 数 , 设 Q 是 
4 的 箭 图 . 由 Gabriel 定理 , 4 ~ FQ/ 其 中 , 了 是 一 个 允许 理想 . 设 Qo = {1,…,n}， 
ei 是 4 中 与 i 相应 的 本 原 军 等 元 , 则 1 = et 十 …+en- 而 P(i) = 4ei 是 4 的 不 可 
分 解 投射 模 . 

先 证 明 Q 中 没有 有 向 循环 . 如 果 Q 中 有 有 向 循环 (ilar … oli), 记 放 =i, 设 
at 的 终点 是 jer1, ar 的 终点 是 二 =i 对 zeE A 及 t>1, fi: ze, 一 zejatet_l 
定义 POa 到 P(ji_1) 的 一 个 同 态 , 而 户 : zej, 一 zej,arer 定义 P() = P(i) 到 
P(jr) 的 同 态 . 它们 显然 不 是 满 射 . 由 命题 10.6.2, 每 个 f, 都 是 单 射 . 故 P(i) 同 构 
于 P(i) 的 一 个 真子 模 . 但 P(i) 维 数 有 限 , 这 是 个 矛盾 . 于 是 Q 中 没有 有 向 循环 . 
FQ 是 一 个 有 限 维 遗 传代 数 . 

现在 证 明理 想 7 = 0. 由 于 @ 中 没有 有 向 循环 , 由 定理 10.2.4, 路 代数 FQ 的 
Jacobson 根 J 是 由 箭 向 生成 的 理想 . 如 果 了 I 关 0, 4~ FQ/I 且 有 IC .2c J. 特别 
TJ， 这 时 了 :J/JI 一 > J/I 是 一 个 左 FQ/I- 模 满 同 态 , 其 核 为 ker f = 7/JT. 由 定 
理 10.6.1, J 是 投射 FQ- 模 而 /I 是 投射 FQ/T 模 . 由 于 了 关 0,JI 是 7 的 根 ,由 推论 
10.6.1, 7 关 JT, 于 是 1/JT 了 0. 由 于 .J/I 是 投射 FQ/I- 模 , 故 有 J/JT > 了 /JI@J/1， 
且 :J/JT 一 > J/T 是 到 .J/T 的 投射 . 于 是 (fT7) = 7(1/JD) @ J(7/1) B171. 
这 与 Tc ?而 1/JITc J(J/7) 矛盾 . 

所 以 T=0 而 4~ FQ 是 路 代数 ，| 


习 题 


10.1 证 明 命题 10.1.1, FQ 是 以 1 = el 十 … + en 为 单位 元 的 结合 代数 . 

10.2 证明 篆 图 @ 没有 有 向 循环 当 且 仅 当 由 第 向 生成 的 理想 J 是 赛 零 理想 . 

10.3 ”证明 如 果 @ 中 两 个 顶点 间 最 多 有 一 条 路 , 则 FQ 与 ,的 一 个 子 代数 同 构 . 

10.4 讨论 路 代数 成 为 左 Noether 环 和 左右 Noether 环 的 充分 必要 条 件 并 证 明 . 

10.5 证 明 命题 10.3.1 前 面 定义 的 代数 4(X) 是 结合 代数 , 并 且 是 X 的 自由 代数 . 

10.6 对 F- 代 数 4 的 右 模 M 和 左 模 N, 补 全 命题 10.3.2 的 证 明 . 

10.7 对 FF- 代 数 4 的 左 模 N, 证 明 N~ A@ N. 

10.8 对 -代数 4 的 双 模 M, 证 明 命 题 10.3.4, Ta(M) 是 一 个 结合 代数 

10.9 证 明 例 10.3.2 定义 的 M 是 一 个 4-4- 双 模 , 上 且 FQ ~ Ta(M). 

10.10 证 明代 数 4 与 4/.J2(4) 有 相同 的 第 图 . 

10.11 验证 Gabriel 定理 证 明 中 的 映射 了 是 代数 同 态 . 

10.12 设 A4=T。 是 域 已 上 全 体 上 三 角 矩 阵 构成 的 代数 , 求 出 4 的 箭 图 . 

10.13 ”如果 Q 是 一 个 项 点 , 两 个 围 箭 构 成 的 箭 图 , 证 明 FQ 同 构 于 两 个 元 素 生成 的 自由 代 
数 . 它 与 二 元 多 项 式 代数 有 什么 关系 ? 


第 11 章 ， 箭 图 及 其 表示 


第 10 章 已 经 看 到 , 给 定 一 个 箭 图 Q, 可 以 构造 路 代数 FQ. 路 代数 本 身 具 有 很 
好 的 性 质 , 如 它 是 遗传 的 . 它 的 很 多 代数 性 质 均 可 以 通过 箭 图 的 几何 性 质 刻画 . 在 
本 章 将 说 明 路 代数 上 的 左 模 ( 右 模 类 似 ) 可 以 “形象 地 ”在 箭 图 Q 上 放 向 量 空间 
与 线性 映射 表示 出 来 , 后 者 就 是 通常 所 说 的 箭 图 的 表示 . 箭 图 的 表示 可 以 方便 作 各 
种 计算 . 本 章 介绍 箭 图 表示 的 基本 概念 以 及 表示 范畴 的 Auslander-Reiten 理论 , 特 
别 是 Auslander-Reiten 序列 . Auslander-Reiten 序列 是 代数 表示 论 的 基本 工具 之 一 ， 
利用 它 可 以 非常 具体 、 形 象 地 将 代数 的 不 可 分 解 模 以 及 不 可 分 解 模 之 间 的 “基本 ” 
同 态 (不 可 约 映 射 ) 画 出 来 ， 这 就 是 所 谓 的 代数 的 Auslander-Reiten 箭 图 . 


11.1 箭 图 的 表示 范畴 


下 面 总 假设 F 是 一 个 域 . 

给 定 一 个 箭 图 Q = (Qo, Q1), 其 中 , Qo 是 顶点 集 , Qi 是 箭 向 集 . 由 第 10 章 , 可 
以 构造 路 代数 FQ, 它 是 一 个 结合 F- 代 数 . 可 以 考虑 代数 FQ 上 的 左 模 , 以 后 如 不 
特别 说 明 , 代数 上 的 模 均 指 左 模 . 粗略 地 讲 , 屎 -代数 上 的 模 就 是 带 一 筷 线 性 变换 的 
下 -向 量 空间 .因为 路 代数 FQ 是 一 类 很 特殊 的 已 代数 , 所 以 可 以 较 简 单 地 用 “ 带 
一 簇 线 性 变换 的 向 量 空间 ”来 解释 FQ 上 的 模 . 

下 面 就 用 这 个 观点 直接 解释 FQ 上 的 模 , 这 就 是 将 要 介绍 的 箭 图 的 表示 ， 

粗略 地 讲 , @ 的 一 个 表示 指 的 是 : 在 Q 的 每 一 个 顶点 放 一 个 向 量 空间 , 在 Q 
的 每 个 箭 向 放 一 线性 映射 , 这 样 所 构成 的 一 个 整体 . 所 有 的 表示 放 在 一 起 与 表示 之 
间 的 同 态 关于 同 态 之 间 的 合成 构成 一 个 范畴 , 称 之 为 Q 的 表示 范畴 . 它 是 一 个 遗传 
阿 贝尔 范畴 . 箭 图 的 表示 与 数学 的 许多 其 他 分 支 (如 李 代数 、 量 子 群 、 代 数 几何 、 数 
学 物理 等 ) 具有 深刻 联系 , 有 很 多 重要 的 应 用 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 相关 文献 . 下 面 
定义 箭 图 的 表示 及 其 表示 范畴 . 

为 了 简单 , 总 是 假设 Q = (Qo,Qi) 是 一 有 限 箭 图 ( 即 项 点 数 与 箭 向 数 均 有 限 的 
箭 图 ), 不 妨 设 Qo = {1,…,n}. 此 时 路 代数 FQ 有 单位 元 . 设 a : i 一 7 是 起 始 于 
顶点 i 终止 于 顶点 j 的 第 向 , 记 i= s(a),j = t(a), a: s(a) = t(a)- 

定义 11.1.1 设 8= (Qo,Q1) 是 一 有 限 箭 图 . 

(1) @ 的 一 个 表示 指 的 是 一 能 F- 向 量 空间 Xi,V; & Qo 以 及 一 簇 线性 映射 
Xa : Xs(a) 一 Xia,va < Qi1， 记 之 为 X = (Xi,Xa)( 简 记 为 X)， 如 果 还 满足 
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> dimrXi < co, 称 X 是 @Q 的 一 个 有 限 维 表 示 ; 


iEQo 

" (2) Q@ 的 两 个 表示 六 = (Xi, Xo),Y = (Yi,Y) 之 间 的 一 个 同 态 指 的 是 一 簇 线性 
映射 了 = (所 )ie@o, 其 中 , fi: Xi 一 Yi,Vi e Qo, 且 满足 对 任意 箭 向 a : s(a) 一 t(a)， 
下 面 映射 图 交换 : 


foe) 


Xs(o) law 
am 
Xua) 一 人， 2o) 


X 到 YY 的 所 有 同 态 的 集合 记 为 Homo(X, y), 易 验 证 它 是 一 个 F- 向 量 空间 ; 

(3) 称 @ 的 两 个 表示 X = (Xi, Xa),Y = (Yi,Y) 是 同 构 的 , 如 果 存 在 一 个 同 
态 f= (有 i)ieQ。 且 对 每 个 顶点 i, fi : Xi; 一 于 是 向 量 空间 的 同 构 . 此 时 也 称 是 
从 X 到 了 的 一 个 同 构 , 记 为 X 攻 Y, 简 记 为 X 闪 Y， 此 时 易 知 , 对 @ 的 任意 箭 向 
a: s(a) 一 ta) 有 了 = fia) Xafily; 

(4) 两 个 同 态 的 合成 (以 自然 方式 定义 ): 车 f = (fi)ieQ@。 : XX 一 Yg = (gi)ie@o : 
Y 一 2 是 同 态 , 定义 f,g 的 合成 是 (gifi)ieQ。, 记 为 gf, 易 验 证 gf : X 一 2 是 同 
态 . 当 工 = X 时 , 易 验 证 Home(X,X) 是 一 个 F- 代 数 , 简 记 为 EndoXi 

(5) @ 的 表示 范畴 RepQ: 以 @ 的 所 有 表示 为 对 象 , 表示 间 的 同 态 为 态 射 的 这 
样 一 个 整体 关于 同 态 的 合成 构成 一 个 范畴 . 称 之 为 Q 的 表示 范畴 , 记 为 Rep Q. Q 
的 所 有 的 有 限 维 表示 和 它们 之 间 的 同 态 关 于 同 态 的 合成 构成 RepQ 的 一 个 满 子 范 
畴 , 称 之 为 Q 的 有 限 维 表示 范畴 , 记 为 repQ. 

以 下 用 F" 表示 F 上 nn 维 的 列 向 量 空间 . 

例 11.1.1 设 Q:5-,3-8,8. 

取 3 个 已 线性 空间 VY,i = 1,2,3 和 两 个 线性 映射 Vs : Vi 一 ,Va :太一 屿 ， 
则 它们 构成 @ 的 一 个 表示 . 通常 将 此 表示 写 为 V : Vi V2 WV. 当 Vi,W, 钥 
均 是 有 限 维 F- 空 间 时 , V 是 Q 的 有 限 维 表示 . 例如 , 0 一 四 0 一 上司 0 一 

a rc 
pF | 人 ) ,0 一 0 一 Fs 等 都 是 9 的 有 限 维 表 示 , 其 中 ,abcd e 已 

例 11.1.2” 设 @ : 扎 。 是 一 个 顶点 ， 一 个 圈 的 箭 图 . 

Q 的 表示 是 带 一 个 线性 变换 的 向 量 空间 , 如 ,0 多, 、) 都 是 有 限 维 表 示 , 这 
里 I 是 n 阶 单位 矩阵 , J(n, 入 ) 是 特征 值 为 和 的 n 阶 Jordan 块 . 

定义 11.1.2 (1) 设 V= (Vi,Va),V'= (WV,W) 是 @ 的 两 个 表示 . 和信 的 
直 和 指 的 是 表示 W = (Wi, Ta): 其 中 , Wi = Vi@Vi,Vi e Qo; Wo = ( “ 六 ) ? 
Va € Qi1; 
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(2) @ 的 一 个 表示 V = (Vi, Vs) 称 为 不 可 分 解 表示 , 如 果 它 不 同 构 于 任意 两 个 
非 零 表示 的 直 和 . Q 的 所 有 有 限 维 不 可 分 解 表示 的 同 构 类 之 集 记 为 md FQ; 

(3) 对 于 每 个 顶点 ie Q, 定义 如 下 表示 5(i) : S( = 0,Y7 5S(i)i= Fva € 
Qi S(ija =0. 称 5(i) 是 Q 的 单 表 示 . 

由 定义 知 , 单 表示 是 不 可 分 解 表示 . 反之 不 对 . 如 果 Q 不 含有 向 循环 , 表示 范 
畴 repQ 中 的 单 对 象 一 定 同 构 于 某 个 5(i), 换 句 话说, {5(i)lie Qo} 是 repQ 中 互 不 
同 构 的 单 表示 的 完全 集 (请 有 兴趣 的 读者 自己 证 明 ). 

从 下 面 定理 的 证 明 中 可 以 看 到 对 于 箭 图 表示 之 间 的 任意 同 态 f, 可 以 具体 计算 
出 了 的 核 、 余 核 , 同样 类 似 可 以 计算 f 的 像 . 

定理 11.1.1 ”RepQ 和 repQ 都 是 阿 贝尔 (Abel) 范畴 

证 ”只 证 明 RepQ 是 阿 贝尔 范畴 , 类 似 地 可 证 明 repQ 是 阿 贝 尔 范 畴 . 首先 ， 
已 知 RepQ 中 有 直 和 , 即 对 任意 两 个 表示 X,Y, 可 构造 直 和 表示 X @®@Y, 并 且 
Homo(X,Y) 是 阿 贝 尔 群 ， 其 次 对 任意 同 态 f : X 一 7， 如 下 定义 kerf, Cokerf: 
(kerf): =kerfi, (Cokerf); =Cokerfi, Vi € Qo, (kerf)a: kerfs(a) 一 kerfi(a) 是 Xa : 
Xs(a) 一 Xu(a) 在 kerfsa 上 的 限制 (Cokerf)。: Cokerfs(a) 一 Cokerf(a) 是 
Ya : Yi(a) 一 Yi(a) 在 Cokerfs(a) 上 的 诱导 映射 , 即 Ya € Qi,Va : s(a) 一 to)， 
有 如 下 线性 映射 交换 图 : 


Jo) 
kerfs(a) » Xs(a) » Ysa) » (Cokerf)s(o) 
(kerf)a Xa "| (Cokerf)a 
fia) 
ker ft(a) » Xt(a) » Yea) (Cokerf )i(a)- 


余下 可 直接 验证 满足 阿 贝尔 范畴 定义 中 所 有 条 件 . 

实际 上 ， nde 设 FQ@ 是 @ 
的 路 代数 , 由 于 Q 是 有 限 箭 图 , FQ 是 有 单位 元 的 结合 代数 , 如 果 令 ei 是 对 应 于 项 
点 宇 的 宕 等 元 ( 即 以 i 为 起 点 , 终点 的 长 为 0 的 路 ), 则 1 = el 十 … 十 en 是 单位 元 
1 分 解 成 本 原 守 等 元 的 分 解 式 . 记 FQ-Mod 为 左 FQ- 模 构成 的 范畴 , FQ-mod 为 有 
限 维 左 FQ- 模 所 构成 的 满 子 范畴 

定理 11.1.2” 设 Q 是 有 限 箭 图 , 则 RepQ 与 FQ-Mod 同 构 , 且 在 此 同 构 下 
repQ 与 FQ-mod 同 构 . 

证 ”构造 两 个 互 逆 函 子 H: RepQ 一 FQ-mod; G:FQ-Mod 一 RepQ@ 如 下 : 

H : RepQ 一 FQ-Mod: 令 H(X) = 里 Xi, 对 任意 起 点 为 i 终点 为 了 的 


长 为 t 的 路 p…pi, 对 任意 z = = E 五 (X) = 里 加 定义 ppiz = 


Xp Xp (Ti)(E Xi CX). 易 验 证 如 定义 给 出 了 ee 的 FQ- 模 运算 . 对 RepQ 
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中 任意 态 射 1 : X 一 Y, 定义 H(f) = Bh: 思 而 二 BY: 入” 
里 fi(zu). 可 以 验证 H(f) : H(X) 一 HOY) "是 模 同 态 H 是 一 个 正安 函 子 

定义 G: FQ-Mod 一 RepQ: 设 M 是 一 FQ- 模 , 令 Mi = eiM, Ma : Ms(a) 一 
Miaym 一 am( 注 意 到 am = et(ajam e Mi(a)). 易 验 证 ((Mi)ieQo, (Ma)aeQ) 是 
Q 的 一 个 表示 . 设 1 : M 一 NN 是 FQ- 同 态 , 则 有 f(eiM) = eif(M) C eiN. 定义 
G(J)i: Mi 一 Ni 是 f 在 M; 上 的 限制 . 不 难 按照 定义 验证 G(f) 是 RepQ 的 态 射 ， 
且 G 是 从 FQ-Mod 到 RepQ 的 一 个 正 变 函 子 . 

直接 从 定义 可 验证 GH(X) = X, HG(M) = M 且 GH(f) = f,HG(g) = g,vf e 
Homo(X,Y),9 € Homro(M, N)( 作 为 练习 ). 

故 已 G 是 互 着 的 同 构 函 子 . 

由 于 也,G 将 有 限 维 F- 空 间 映 为 有 限 维 FF- 空间 , 故 瓦 G 诱导 出 从 repQ 到 
FQ-mod 的 互 逆 同 构 . | 

由 于 有 定理 11.1.2, 以 后 可 以 对 箭 图 Q 的 表示 和 FQ- 模 不 加 区 别 , 任何 关于 Q 
的 表示 的 结论 均 可 自动 转化 成 FQ- 模 的 对 应 的 结论 . 

以 下 结论 是 代数 表示 论 中 的 一 个 基本 出 发 点 , 使 得 我 们 可 以 将 一 般 有 限 维 表示 
的 研究 归结 为 不 可 分 解 表 示 的 研究 . 

定理 11.1.3(Krull-Remak-Schmidt) ” 设 Q 是 有 限 箭 图 , 则 @ 的 任意 有 限 维 
表示 V 可 以 分 解 为 有 限 多 个 不 可 分 解 表示 的 直 和 . 在 同 构 意义 下 , 这 种 直 和 分 解 是 
唯一 的 , 即 如 果 = Vi @…@ Vn 宇 Wi @…@W, 其中, Vi, Wi 均 是 不 可 分 解 表 
示 , 则 m =n 且 有 m 元 置换 o, 使 得 Wi 涯 Vi,i = 1,…,m. 

为 了 证 明 此 定理 , 需要 证 明 以 下 的 Fitting 引 理 : 

引 理 11.1.1 设 V 是 @ 的 有 限 维 非 零 表示 , 则 V 是 不 可 分 解 表示 当 且 仅 当 
EndeV 是 局 部 代数 , 即 它 的 所 有 不 可 逆 元 的 集合 是 EndoV 的 理想 . 

证 显然 Y 的 任意 非 可 逆 的 自 同 态 与 任意 自 同 态 的 乘积 非 可 逆 , 因此 要 证 明 
EndVe 的 所 有 不 可 逆 元 的 集合 是 理想 , 只 需 证 明 任 意 两 个 非 可 逆 元 的 差 是 非 可 逆 
的 . 对 于 V 的 任意 自 同 态 /, 由 于 dimrV < co, 则 存在 正 整数 n, 使 得 fn(Y) = 
PH) 从 而 V = f"(V)@kerf". 

如 果 V 是 不 可 分 解 的 , 则 有 V = f"(V) 或 V = kerf"， 从 而 f 或 是 同 构 
或 是 客 零 的 ( 即 f" = 0)， 这 样 就 证 明了 不 可 分 解 表示 V 的 自 同 态 或 为 同 构 或 
为 蜂 零 的 同 态 ， 下 设 f,g 是 V 的 非 同 构 的 自 同 态 , 车 f - 9 是 同 构 , 设 为 o, 则 
f=o+g=o(1+o-1g), 由 于 g 是 非 同 构 , 所 以 o-1g 是 非 同 构 , 从 而 是 寡 零 的 , 故 
有 1+o-1g 是 同 构 , 进而 c(1+ -19) 是 同 构 , 与 了 是非 同 构 矛 盾 . 故 V 的 所 有 非 
同 构 的 自 同 态 之 集成 为 End@V 的 一 个 子 加 群 . 不 难 直接 验证 它 是 EndoV 的 一 个 
理想 , 从 而 Endoy 是 局 部 代数 . 
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反之 , 设 EndeV 是 局 部 代数 , 对 V 的 任意 分 解 V = U @ W, 可 以 构造 两 个 
徊 等 同 态 eu = Xu o pu,ew = 和 Aw o pw, 其 中 , pu,pw 分 别 是 站 到 U,W 的 投 
射 , 即 pr :7 一 go=u+umuwpw:y 一 Uu=u+uwrmuw Xu,Aw 分 别 
是 以 三 到 的 嵌入 , 即 Xr:D 一 Varmu+0w: 夺 一 Vum0+w 有 
1 = ev 十 ew,evew = ewev = 0. 由 此 1=ev 或 1=ew, 从 而 V=UVU 或 V=W. 
故 Y 是 不 可 分 解 表示 ，| 

定理 11.1.3 的 证 明 ”分 解 的 存在 性 证 明 是 简单 的 . 设 V 是 一 个 表示 , 如 果 了 
本 身 是 不 可 分 解 表示 , 则 它 已 是 不 可 分 解 表 示 的 直 和 了 ; 如 果 V 可 分 解 , 则 将 它 分 
解 成 两 个 非 零 表示 的 直 和 , 这 两 个 直 和 项 的 维 数 均 小 于 V 的 维 数 . 再 对 这 两 个 直 
和 项 作 如 上 讨论 , 如 此 下 去 , 到 有 限 步 (因为 V 是 有 限 维 的 ), 即 可 将 V 写成 有 限 多 
个 不 可 分 解 表示 的 直 和 . 

下 面 证 明 V 分 解 成 不 可 分 解 表示 的 直 和 的 方式 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 , 即 证 
明 车 V = Vi@…@Vin 兰 Wi 昌 … 昌 Wn, 其 中 , Vi, Wi 均 是 不 可 分 解 表 示 , 则 m = 
且 有 mm 元 置换 o, 使 得 Wi 兰 到 0. 对 m 用 数学 归纳 法 . 

当 m = 1 时 , V 是 不 可 分 解 表示 , 结论 显然 成 立 . 

下 设 6 :V 一 W 是 同 构 映射 ,V = Vi @…@ Vn,W = Wi @…@ Wi, 其 中 ， 
Vi, Wi 均 为 不 可 分 解 表示 . 将 9 写成 矩阵 形式 由 = (bs)nxmy bs : Vs 一 Wi, 同样 将 

= 和! 写成 矩阵 形式 沙 = (wij)mxn. 由 此 有 lw = 》 wj$jn. 因为 End@Vi 是 
局 部 代数 , 上 等 式 的 右边 和 式 中 至 少 有 一 项 可 道 , 不 失 一 般 性 , 设 wi1911 可 逆 , 从 
而 如 1 与 p11 可 道 , 即 Vi 兰 1. 下 面 令 内 = adB, 其 中 ， 


lw 0 … 0 ly -0m 02 1 -GI in 
a | | a : 
-mb 0 … lw 0 0 “1 


则 -人 全 中 其 中 , 光 : 名 Wi 一 多 矶 ， 由 于 mw 分 别 是 WV 的 自 同 构 , 则 


9' 是 从 V 到 W 的 同 构 ， 故 有 是 同 构 - 故 由 归纳 假设 , 有 m -1=n 一 1 且 重 排 
;Wn 后 有 太空 Wj. 故 m=n, 且 重 排 Wi,…, Wh 后 有 VW 宇 W;. 定理 得 
证 下 
设 8 = (Qo,Q@1) 是 有 限 箭 图 且 不 含有 向 循环 , 令 4 = FQ 是 @ 的 路 代数 , 则 
表示 范畴 repQ 中 单 对 象 ( 称 之 为 @ 的 单 表示 ) 同 构 于 某 个 5(i),i e Qo， 由 定理 
11.1.2, 它 与 单 4 模 对 应 , 直接 称 5(i),i e Qo, 是 单 4- 模 . 
令 ei 是 对 应 于 顶点 i 的 知 等 元 , 则 P = hei,i = 1,…,n 是 全 部 互 不 同 构 的 不 
可 分 解 投射 4- 模 的 同 构 类 的 代表 元 . 同样 由 定理 11.1.2, 记 P(i),i = 1,…,n 是 表 
示范 畴 repQ 中 分 别 与 Pi = hei,i = 1,…,n 对 应 的 不 可 分 解 投射 对 象 . 对 于 P(i)， 
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有 如 下 刻画 : 对 任意 j e Qo, P(i); = ej4ei 是 由 所 有 从 i 到 j 的 路 所 生成 的 F- 空 
间 , a e Qi 所 对 应 的 线性 映射 P(i)e 是 由 a 左 乘 得 到 的 线性 映射 这 样 得 到 表示 
范畴 repQ 中 n 个 互 不 同 构 的 不 可 分 解 投射 表示 P(i),i = 1,…,n, 且 任 意 不 可 分 
解 投 射 表示 均 与 某 个 PG) 同 构 . 

例 11.1.3 取 @:3-238-2 8, 则 @Q 的 单 表示 是 S(1) : F020;5(2) : 
0 F200; 5(3): 0 0 OF 

Q@ 的 不 可 分 解 投射 表示 是 P(1) : FF 一,F;P(2) : 0 F;P(3) : 
0 0 RF, 

由 定理 11.1.2, 也 称 P(i) 是 路 代数 FQ 的 不 可 分 解 投射 模 . 

至 于 怎么 构造 Q 的 不 可 分 解 内 射 表 示 或 FQ 的 不 可 分 解 内 射 模 将 在 下 节 中 介 
绍 . 
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从 本 节 开 始 , 总 是 假设 箭 图 Q 是 不 含有 向 循环 的 有 限 箭 图 ，FQ 是 其 路 代数 ， 
它 是 有 限 维 遗传 代数 , 设 e1,… ,en 是 FQ 的 对 应 于 @ 的 顶点 1,…,n 的 本 原 宕 等 
元 , 则 (FQ)e1,…, (FQ)en 是 全 部 互 不 同 构 的 不 可 分 解 投 射 FQ- 模 . 本 节 中 介绍 的 
Nakayama 函 子 将 帮助 我 们 构造 Q 的 不 可 分 解 内 射 表 示 . 

下 面 先 在 一 般 有 限 维 代数 上 讨论 . 假设 4 是 有 限 维 F- 代 数 (不 一 定 遗 传 )， 
M,N 是 左 4- 模 , 则 M 的 对 偶 空间 D(M) := Homp(M,F) 以 如 下 方式 成 为 右 
4- 模 : Vf es D(M),a e 4, 定义 (fa)(m) := f(am),Ym < M. 显然 fa s D(M). 对 任 
意 ye Homa(M,NN), 定义 D(9$) : D(N) 一 D(M) 如 下 : Vf se D(N),D(9)(f)(m) = 
f($(m)),vm e M. 直接 验证 可 知 D(g)(f) e D(M) 且 D(9) 是 4op 同 态 , 即 右 4- 模 
同 态 . 

同样 , 如 果 M,N 是 右 4- 模 , 则 D(M) 可 作为 左 4- 模 且 若 $ € Homaow (M,N)， 
则 D(9) 是 4- 同 态 . 

定理 11.2.1 ” 设 4 是 一 有 限 维 F- 代 数 , 则 函 子 D = Homz(-,F) : 4- 
mod 一 mod-4 与 函 子 D =Homr(-, 下): mod-4 一 4-mod 的 合成 满足 D2 = DoDs 
id4-mod, 即 D = Homp( 一 ,F) 是 4-mod 的 一 个 对 偶 . 

证 ”直接 验证 可 知 D(@w) = D(w)D(9),D(1m) = 1p(m). 从 而 D : 4-mod 一 
mod-A 是 一 反 变 子 函 子 . 同样 , D :mod-4 一 4-mod 是 一 反 变 个 函 子 . 

今 如 下 定义 A-mod 到 自身 上 的 两 个 函 子 记 和 D2 之 间 的 一 个 自然 变换 
t:id— D?: 


VM € A-mod, tu :M— D(D(M)) :mm tm(m), 
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其 中 , ty(m) :ff(m),vf e D(M). 

Va € A,m € M,tu(am)(f) = flam), (atm)(m)(f) = tu (m)(fa) = (fa)(m) = 
f(am),Yf es D(M). 故 有 twr(am) = atm(m), 即 tm 是 4- 同 态 . 对 任意 4- 模 同 态 
f:M 一 N, 有 如 下 变换 图 : 


M -2 ， DM 

了 D2(1) 

N -  ，Dz(N) 
故 t:ida-moq 一 D? 是 自然 变换 . 

又 因为 M 是 有 限 维 的 , 则 ty : M 一 D(D(M)) :mm 一 tr(m) 是 4- 模 同 构 . 

故 t:idh-mod 一 D? 是 一 自然 同 构 , 即 D? 兰 ida-mod，| 

命题 11.2.1 设 4 是 有 限 维 F- 代 数 , 则 P 是 (不 可 分 解 ) 投射 4- 模 当 且 仅 
当 D(P) 是 (不 可 分 解 ) 内 射 右 4- 模 ; P 是 (不 可 分 解 ) 内 射 4- 模 当 且 仅 当 D(P) 
是 (不 可 分 解 ) 内 射 右 4- 模 . 

证 ”由 于 D(-) 是 对 偶 函 子 , 它 将 短 正 合 列 变 为 短 正 合 列 , 则 Extk(M, N) 兰 
Extho(D(UN),DUM)), 从 而 Ext4(P,X) = 0 当 且 仅 当 Exthw(D(X),D(P)) = 0. 故 
PP 是 投射 4- 模 当 且 仅 当 D(P) 是 内 射 4"z- 模 . 同样 可 证 明 其 余 结 论 ， | 

由 于 4 是 4-4- 双 模 , 对 任意 左 4- 模 M, M* := Homa(M, 4) 按 以 下 方式 成 为 
右 4- 模 : Vf e M*,a € 4, 定义 (fa)(m) = f(m)a. 同样 的 方式 可 以 说 明 如 果 N 是 
右 4- 模 , 则 Homaw(N, 4) 是 左 4- 模 . 

从 而 有 反 变 函 子 Homa(-,4): 4A-mod 一 mod-A, 它 将 左 4- 模 M 变 为 右 4- 
模 Homa(M, 4), 将 4- 模 同 态 f : M 一 N 变 为 右 4- 模 同 态 Homa(f, 4), 其 中 ， 
Homa(f, 4) 定义 如 下 : 


Homa(f, 4) : Homa(N, 4) 一 Homa(M, 4)， 
omof. 


同样 有 反 变 函 子 Hom4or (一, 4) : mod-4 一 4-mod, 它 将 右 4- 模 M 变 为 左 
4- 模 Homao(M, 4), 将 右 4- 模 同 态 f : M 一 N 变 为 左 4- 模 同 态 Homaos(f, A)， 
其 中 , Homaor(f, 4) 定义 如 下 : 


Homaos (f, A) : Homaes (N, A) 一 Homaor (M, A), 


om of 


有 时 将 这 两 个 函 子 都 简 记 为 (一 )*. 


11.2 ”Nakayama 函 子 .251 . 


用 (--)” 表示 函 子 (-)* : A-mod 一 mod-A4 与 函 子 (-)*: mod-4 A-mod 的 合 
成 . 

与 函 子 D 类 似 , 存在 一 个 从 恒 等 函 子 ida_mod 到 (一 )** 的 自然 变换 s, 其 定义 
如 下 : 

VM € A—mod,suy : M— Mm sy(m), su(m) :fo f(m). 

记 P(4) 为 4-mod 中 所 有 有 限 维 投射 左 4- 模 所 构成 的 ( 满 ) 子 范畴 . 

Z(4) 为 4-mod 中 所 有 有 限 维 内 射 左 4- 模 所 构成 的 ( 满 ) 子 范畴 . 

命题 11.2.2 设 4 是 有 限 维 F- 代 数 , 则 函 子 Homa(-,4): P(4) 一 P(4o) 是 
一 个 对 偶 函 子 , 即 Homa( 一 , 4) 是 反 变 函 子 且 有 函 子 同 构 Homaos (Homa (一 , 4), 4) 宕 
idp(A): 

证 如 果 P 是 4* 的 一 个 直 和 项 , 则 Homa(P4) 是 Homa(4k,4) 兰 
Homa(A, 4A)* 兰 4* 的 直 和 项 , 从 而 是 投射 4op- 模 . 由 于 A 兰 Homaw(Homa(4, A), 
4), 故 A* 衬 Homaor (Homa(A*, 4), 4). 由 于 任意 投射 模 都 是 某 个 A* 的 直 和 , 从 而 
对 任意 投射 4- 模 已 , 已 宇 Homae*(Homa( 已 4),4)( 留 作 习题 ). 故 Homa(-4) 诱导 
了 P(4) 与 P(4oz) 之 间 的 一 个 对 偶 .| 

定理 11.2.2 ” 函 子 N = DHoma(-,4) : 4-mod- 4-mod 诱导 了 从 P(4) 到 
Z(4) 的 一 个 等 价 函 子 , 其 逆 函 子 是 N-! = Homao(D(-), 4) 兰 Homaw(D(4), 一)， 
且 对 任意 左 4- 模 M, 任意 投射 4- 模 忆 有 Homa(M,N(P)) 兰 DHoma(P,M). 

证 WV 是 两 个 反 变 函 子 的 合成 , 故 它 是 正 变 函 子 , 由 命题 11.2.2 直接 可 得 它 
诱导 了 从 P(4) 到 ZT(4) 的 一 个 等 价 函 子 , 且 其 逆 为 N-! = Homaow(D(-),4) 衬 
Homaow(D(4), 一 )( 留 作 练习 ). 设 M 是 左 4- 模 , 已 是 投射 4- 模 , 因为 M 兰 HomA 
(4, M), 从 而 


Homa(P A)BM ~ Homa(P 4)@Homa(4, M). 
a A 


而 取 映射 合成 给 出 了 后 一 项 到 Homa(P,M) 的 一 个 映射 , 即 bp : Homa(P4)@ 


Homa(4,M) -Homa(P MD) : 7 eg -of 当 尸 = 4 时 bn 显然 是 同 构 , 从 而 
当 书 是 自由 模 4* 时 , $4 是 同 构 , 故 对 任意 投射 模 已 gp 是 同 构 映射 ， 所 以 有 
DHoma(P, M) 兰 Home(Homa(P 4) ® M, F) 兰 Homa(M,Home(Homa(P A), F)) 
= Homa(M,NP). | 

定义 11.2.1 称 函 子 DHoma(-, 4) : 4-mod-，A-mod 是 Nakayama 函 子 . 通 
常 记 为 N. 

设 Q = (Qo,Q1) 是 不 含有 向 循环 的 有 限 箭 图 , 由 11.1 节 知道 P(i),i e Qo， 
是 @ 的 互 不 同 构 的 不 可 分 解 投 射 表 示 的 同 构 类 的 代表 元 ， 再 由 定理 11.2.2, 表 
示范 畴 repQ 中 所 有 互 不 同 构 的 不 可 分 解 内 射 表 示 的 同 构 类 的 代表 元 为 1(i) = 


.252 . 第 11 章 ” 箭 图 及 其 表示 


N(P(i)),ie Qo. 由 I(i) = N(P(i)) = DHoma(4ei 4) 兰 D(eiA), 有 对 任意 7 < 
Qo,T(i); 是 第 图 Q 中 由 从 j 到 i 的 路 所 生成 的 F- 空 间 . 

例 11.2.1 取 Q@:5%3 马 2. 

Q@Q 的 不 可 分 解 内 射 表示 是 

TUD) = 下 2020;T(2) = FbFS0;I1(3)= FbFDF, 

下 面 如 非特 别 说 明 , 总 是 设 Q = (Qo, Qi) 是 不 含有 向 循环 的 有 限 箭 图 , 4 = FQ 
是 其 路 代数 . 

定义 11.2.2” 称 DExta(M, 4) 为 左 4- 模 M 的 Auslander-Reiten 左 平移 , 记 
为 rM, 简称 为 AR 左 平移 ; 同样 称 Exth(DA, M) 为 左 4- 模 M 的 Auslander-Reiten 
右 平移 , 记 为 +-M, 简称 为 AR 右 平移 . 

从 定义 11.2.2 可 知 : 如 果 M 是 投射 模 , 则 rM = 0; 如 果 M 是 内 射 模 , 则 
T-M = 0. 反之 亦 对 . 

命题 11.2.3 设 0 一 X 一 Y 一 2 一 0 是 4-mod 中 短 正 合 列 , 则 有 正 合 列 


0 一 TX 一 TY 一 7TZ 一 NX 一 NY 一 NZ 一 0 
0 一 N-X 一 NTY 一 N -ZE 一 rr-X 一 TY 一 TGF 一 0. 
证 用 Homa(-,4) 作用 短 正 合 列 0 一 X 一 了 一 2 一 0, 可 以 得 到 正 合 列 


0 一 Homa(2, 4) 一 Homa(Y, A) 一 Homa(X, 4) 一 Exta(2, 4) 一 Exth(Y, A) 一 
Ext4(X, 4) 一 0. 再 用 函 子 D(-) 作用 , 有 正 合 列 
0 一 TX 一 TY 一 7TQZ 一 NX 一 NY 一 NG 一 0. 
类 似 地 , 有 正 合 列 
0 一 N-X 一 NTY 一 N-Z 一 T-X 一 TY 一 Tr 2G 一 0. | 

定理 11.2.3 ” 设 X 是 不 可 分 解 4- 模 . 如 果 X 非 投射 模 , 则 7-7X 兰 X; 如 
果 X 非 内 射 模 , 则 rr- 开 兰 X. 

证 设 X 是 非 投 射 , 不 可 分 解 4- 模 . 因 4 是 遗传 代数 , X 的 投射 维 数 Proj.dim 
X<1, 可 设 0 一 只 一 .一 XX 一 0 是 久 的 投射 分 解 .由 命题 11.2.3, 有 正 合 
列 0 一 7rX 一 WP 一 NP 一 NX 一 0. 对 任意 4 同 态 f :XX 一 4,Imf 是 A 
的 子 模 , 若非 零 , 则 为 投射 模 ( 因 4 是 遗传 的 ), 从 而 XX 上 Imf 分 裂 , 故 有 X Im 
fkerf, 因为 X 是 不 可 分 解 模 , X Imf, 与 X 是 非 投射 模 矛 盾 , 故 f = 0. 故 
有 Homa(X, 4) = 0, 从 而 上 面 正 合 列 为 0 一 rX 一 WP 一 WP 一 0. 再 由 命题 
11.2.3, 有 正 合 列 (因为 WP 是 内 射 模 , 从 而 r-NPi = 0) 


AN 一 NTNRP 一 rTX 一 0. 


11.3 Auslander-Reiten 序列 253. 


进而 有 下 面 的 交换 图 : 
NNP — NNR 一 人 TTX 一 一 0 


已 五 > Xx 0 


故 存在 同 构 r-rX 兰 球 . 
类 似 地 可 证 明 当 X 是 非 内 射 , 不 可 分 解 4- 模 时 的 结论 ， | 
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与 11.2 节 一 样 , 8 是 一 个 有 限 箭 图 , 不 含有 向 循环 , 4 = FQ 是 有 限 维 遗 传代 
数 ， 本 节 及 11.4 节 将 简单 介绍 代数 表示 论 的 一 个 基本 理论 Auslander-Reiten 
理论 , 它 的 核心 是 “几乎 可 裂 序列 ”, 现 称 为 Auslander-Reiten 序列 . 这 里 只 介绍 
箭 图 表示 范畴 , 或 有 限 维 遗传 代数 的 Auslander-Reiten 序列 . 一 般 的 理论 同样 成 立 
但 其 涉及 的 证 明 要 复杂 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 代数 表示 论 方面 的 标准 教材 或 参考 


书 , 如 文献 (Assem et al., 2006; Ringel, 1984; Auslander et al.， 1995). 
定义 11.3.1 设 X,Y 是 左 4- 模 , f : X 一 Y 是 4- 模 同 态 . 
(1) 称 f 是 可 裂 单 的 , 如 果 存 在 9 :了 一 X 使 得 gf = 1x; 
(2) 称 /是 可 裂 满 的 , 如 果 存在 g :Y 一 X 使 得 fg = 1y. 
命题 11.3.1 设 0 一 2 27 -一 X 0 是 4mod 中 短 正 合 列 , 则 以 下 等 价 : 
(1) f 是 可 裂 满 的 ; 
(2) 9 是 可 裂 单 的 ; 
(3)Y 兰 X@ZG. 
证 明 留 作 练 习 . 
命题 11.3.2 设 M,N ee 4-mod, 则 


Homa(N,rM) DExty(M, N) 兰 Homa(r- N, M). 
证 “证明 右边 的 同 构 , 对 偶 地 可 以 证 明 左边 的 同 构 . 设 


(EY Eg | (11.3.1) 


是 N 的 内 射 分 解 , 则 由 命题 11.2.3 有 正 合 列 


0 一 NT-N 一 NT 硬 一 N ho rN -1(= 0). (11.3.2) 


将 Homa(M, 一 ) 作用 在 正 合 列 (11.3.1) 上 得 到 正 合 列 


0 一 Homa(M, N) 一 Homa(M, 10) — Homa(M, 1h) — ExtA(M,N) — 0, 
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再 将 函 子 D(-) 作用 到 上 正 合 列 , 有 正 合 列 
0 一 DExty(M, N) 一 DHoma(M, 1) 一 DHoma(M, 10) — DHoma(M, N) 一 0. 
将 Homa( 一 , M) 作用 到 正 合 列 (11.3.2) 得 到 正 合 列 
0 一 Homa(r-N,M) —» Homa(N- 1h,M) 一 Homa(N- 1o, M). 


由 定理 11.2.2, 有 同 构 f : Homa(N-h,M) 一 DHoma(M, 卫 ) 和 同 构 g : Homa 
(N-Jo,M) 一 DHoma(M, 了 10), 满足 下 面 图 右边 的 交换 图 ， 从 而 存在 同 构 h : Homa 
(r-N, AM) 一 DExt4 (M,NN), 且 满 足下 面 交换 图 : 


0 — Homa(r-N,M) — Homa(N-I,M) — Homa(N- I,M) 
lh 1f 19 
0 — DExty(M,N) — DHoma(M,Nn) — DHoma(M,1) 


故 有 Homa(7-N,M) 兰 DExt4(M,N). | 

定理 11.3.1 7,7- 给 出 了 非 投 射 不 可 分 解 4- 模 的 同 构 类 之 集 与 非 内 射 不 可 
分 解 4- 模 的 同 构 类 之 集 之 间 的 互 逆 双 射 . 

证 “ 设 X 是 非 投 射 , 不 可 分 解 模 , 下 面 证 明 rX 是 不 可 分 解 模 且 非 内 射 . 设 
TX = 全 MM 是 不 可 分 解 模 ， 首 先 Mi 均 非 内 射 , 否则 由 命题 11.3.2 有 0 关 
Homa(M,7X) 尘 Ext4(X, Mi) = 0, 矛盾 ! 从 而 由 定理 11.2.3 有 X 兰 r-TX 从 
BM 从 而 m = 1. 同样 , 类 似 的 结论 对 r- 成 立 . 故 rr- 给 出 了 非 投射 不 可 
分 解 A- 模 的 同 构 类 之 集 与 非 内 射 不 可 分 解 4- 模 的 同 构 类 之 集 之 间 的 互 逆 双 射 ， | 

定义 11.3.2 ” 设 X,Y 是 左 4- 模 , f :X 一 了 是 4- 模 同 态 . 

(1) 称 f :XX 一 了 是 不 可 约 映射 (又 称 既 约 映射 )(irreducible map), 如 果 f 既 
不 是 可 裂 单 , 又 不 是 可 裂 满 , 且 若 f = gh, 其 中 , g,h 是 4- 模 同 态 , 则 h 是 可 裂 单 的 
或 9 是 可 裂 满 的 ; 

(2) 设 X 是 不 可 分 解 表 示 , 称 f : X 一 Y 是 一 个 源 映 射 (source map), 如 果 f 
满足 如 下 3 条 : @ f 是 非 可 裂 单 ; @ 任意 非 可 裂 单 的 同 态 g : X 一 2 均 分 解 经 过 
f, 即 存在 同 态 h :Y 一 2 使 得 g = hf; @ 如 果 自 同 态 6:Y 一 Y 满足 f= 9f, 则 
9 是 同 构 ; 

(3) 设 Y 是 不 可 分 解 表 示 , 称 f : X 一 Y 是 一 个 汇 映 射 (sink map), 如 果 f 满 
足 如 下 3 条 : @ f 是 非 可 裂 满 ; @ 任意 非 可 裂 满 的 同 态 9 : 2 一 Y, 均 分 解 经 过 了 ， 
即 存在 同 态 h :2 一 XX 使 得 9 = fh; @@ 如 果 自 同 态 :X 一 和 满足 j= jb, 则 少 
是 同 构 . 
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下 面 证 明 Auslander-Reiten 理论 的 主要 结论 之 一 : 几乎 可 裂 序列 (又 称 Ausla- 
nder-Reiten 序列 ) 的 存在 性 . 此 结论 对 一 般 有 限 维 代数 都 成 立 (Assem et al., 2006; 
Anuslander et al., 1995), 这 里 的 证 明 来 源 于 文献 (Crawley-Boevey), 利用 了 代数 A 
的 遗传 性 . 

定理 11.3.2(Auslander-Reiten 定理 ) ”(1) 设 M 是 非 投射 , 不 可 分 解 4- 模 , 则 
存在 一 个 正 合 列 ur :0 一 TM 二 已 4 M 一 0, 其 中 ,了 是 源 映射 ,g 是 汇 映射; 

(2) 设 M 是 非 内 射 , 不 可 分 解 4- 模 , 则 存在 一 个 正 合 列 xxr : 0 一 M 也 已 也 
T-M 一 0, 其 中 , f 是 源 映射 , 9 是 汇 映射 . 

证 ”证明 结论 (1), 可 对 偶 地 证 明 结论 (2)， 由 于 M 是 不 可 分 解 非 投 射 模 , 
由 命题 11.3.2 有 Exta(M,rAM) 兰 DHoma(M,M) = DEndaM. 又 EndaM 是 
局 部 代数 ( 即 EndaM/radEndaM 兰 F)， 可 取 5 e DEndaM,6(radEndaM) = 
0,5(lw) = 1. 令 6w e Exth(M,rM) 是 在 上 述 同 构 映 射 下 对 应 于 5 的 元 素 ew : 
0 一 TM 轿 互 包 M 一 0. 因为 5 六 0,u 不 可 裂 , 即 太 不 是 可 裂 单 , 9 不 是 可 裂 满 . 

下 面 设 h : X 一 M 是 非 可 裂 满 同 态 , 则 由 h 诱导 出 下 面 两 个 映射 , 且 使 得 下 
面 图 交换 : 


ExtA(hrA) 
Extl(M,rM) 一 一 一 Extl(X,rMD) 
四 


DHoma(M,h) 
DHoma(M,M) 一 一 DHoma(M,X) 


DHoma(M,h)(6)(a) = 6(ha),Va es Homa(M,X). 因为 h 是 非 可 裂 满 ,有 ha e 
radBndaM, 从 而 DHoma(M, 门 (5)(a) = 0， 因 此 Ext4(h,rM)(&xm) = 0, 即 下 面 
“Pullback” 图 是 分 裂 的 ( 即 g' 是 可 裂 满 的 ), 故 有 g" : X 一 EE', 使 得 g'g” = idx， 


[ 9 


0 一 ，rM 入 
| lh lh 
0 TM 二 BB 2 x Sn 


故 h = gh/g",h 分 解 经 过 g. 下 证 g 是 不 可 约 映射 . 设 g= st: BbYM 
且 s 不 是 可 裂 满 的 , t 不 是 可 裂 单 的 . 则 由 上 面 证 明 有 hh : Y 一 Es = ghi, 从 而 
9g= 9hut 及 下 面 图 交换 : 
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因为 t 不 是 可 裂 单 , 所 以 hit 不 是 同 构 , 从 而 % 不 是 同 构 , 故 有 mm e Z+, 使 得 
gm = 0. 由 此 (bm 分解 经 过 g, 即 有 w: M 一 已 使 得 (hit)" = ug, 从 而 gug= g， 
而 9 是 满 射 , 故 gu = 1w, 矛盾 ! 

下 设 :一 互 满足 g=g91. 从 而 有 wi :TM 一 TM 使 得 下 面 图 交换 : 


0 ee 
lu 1 | 
0 = 0 


车 wu 不 是 同 构 , 则 w eradEnda(7M). 必 有 上 € Z+, 使 得 ut = 0， 从 而 
和 9g = gu = 0, 进而 存在 二 : M 一 ,使 得 以 =tig, 故 有 g= gp1=gtig. 由 于 g 
是 满 射 ,有 gt = lm, 矛盾 ! 

这 样 就 证 明了 9 是 汇 映射 . 类 似 可 证 f 是 源 映射 。 | 

定义 11.3.3” 设 M 是 不 可 分 解 左 4- 模 . 

(1) 当 M 是 非 投射 4- 模 时 , 称 定理 11.3.2(1) 中 的 正 合 列 Ev : 0 一 rM 已 互 纪 
M 一 0 是 一 个 (终止 于 M) 的 Auslander-Reiten 序列 ; 

(2) 当 M 是 非 内 射 4- 模 时 , 称 定理 11.3.2(2) 中 的 正 合 列 Xw :0 一 M 必 互 乌 
T-M 一 0 是 一 个 (起 始 于 M) 的 Auslander-Reiten 序列 . Auslander-Reiten 序列 简 
称 为 AR- 序 列 . 

下 面 引 入 一 个 符号 , 对 任意 有 限 维 4- 模 M, 令 radM 表示 M 的 所 有 极 大 子 模 
的 交 , 称 之 为 M 的 Jacobson 根 . 当 M 是 左 正则 4- 模 4 时 , 可 以 证 明 rad44 就 是 
代数 4 的 根 rad4( 见 第 2 章 ). 令 socM 表示 M 中 所 有 单子 模 的 和 , 它 是 4 的 半 
单子 模 , 称 之 为 M 的 基 座 . 

定理 11.3.3 ” 设 X 是 不 可 分 解 4- 模 , 则 

(1) 存在 起 始 于 X 的 源 映射 了 : X 一 巨 且 在 同 构 意义 下 唯一 , 即 若 另 有 源 映 
射 尹 :于 一 到 , 则 有 同 构 少 : 瑟 一 尽 使 得 f' = 9f; 

(2) 存在 终止 于 X 的 汇 映 射 g : 已 一 X 且 在 同 构 意 义 下 唯一 , 即 若 另 有 汇 映 
射 9 : 辟 一 工 , 则 有 同 构 四 :已 一 尽 使 得 g=g9. 

证 ”证明 结论 (2), 可 对 偶 地 证 明 结论 (1). 

先 证 存在 性 . 如 X 是 非 投射 4- 模 , 由 定理 11.3.2 有 Auslander-Reiten 序列 
0 一 7 二 互 汪 X 一 0, 其中, g :已 一 X 是 汇 映射 . 如 果 X 是 不 可 分 解 投 射 4- 模 ， 
证 明 嵌 入 映射 g :radX 一 X 是 汇 映 射 : 首先 9 是 非 可 裂 满 的 ; 又 如 果 有 非 可 裂 满 
映射 hh: M 一 XX, 则 不 是 满 射 (因为 若是 满 射 , 由 X 是 投射 4- 模 , 则 h 必 为 可 裂 
满 射 ), 从 而 Imh SradX. 故 h 分 解 经 过 g. 又 车 有 6 : radP 一 radP 使 得 g = gd 
则 由 9 是 单 同 态 有 4 是 单 同 态 , 再 由 于 radP 是 F 上 有 限 维 向 量 空间 , 从 而 % 是 
同 构 . 
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下 证 汇 映 射 的 唯一 性 . 若 9 : E' 一 X 也 是 汇 映 射 , 则 由 定义 存在 s : E' 一 
玉 ,t: 忆 一 B' 满足 g=gt g = gs, 从 而 g = gst. 由 定义 , st 是 同 构 , 从 而 s,t 均 为 
同 构 ，| 

将 定理 11.3.3 写 得 更 具体 明确 些 . 

推论 11.3.1 ” 设 X 是 不 可 分 解 4- 模 . 

(1) 如 果 X = P 是 不 可 分 解 投 射 模 , 则 radP 一 已 是 终止 于 P 的 汇 映射 (此 
时 车 P 还 是 单 的 , 则 0 一 P 是 终止 于 P 的 汇 映射 ); 

(2) 如 果 X 是 非 投射 不 可 分 解 模 , 则 有 Auslander-Reiten 序列 0 一 rX 二 已 纪 
X 一 0, 其 中 ,g : B 一 是 汇 映射 . 

对 偶 地 ， 

(1) 如 果 X = 工 不 可 分 解 投射 表示 , 则 T -* 了/socT 是 起 始 于 的 源 映射 (此 
时 若 工 还 是 单 的 , 则 工 -* 0 是 起 始 于 7 的 源 映射 ); 

(2) 如 果 X 是 非 内 射 不 可 分 解 模 , 则 有 Auslander-Reiten 序列 0 一 X 二 已 纪 
T-X 一 0, 其中, f :X 一 已 是 源 映射 . 

例 11.3.1 取 @:3%3 马 3 4 = FQ. P(1);P(2);P(3) 是 不 可 分 解 投射 4- 
模 . P(3) 是 单 投射 模 且 是 P(2) 的 唯一 极 大 子 模 , 即 P(3) = radP(2), 同 理 P(2) = 
radP(1). 对 于 不 可 分 解 内 射 模 , 有 I(3)/soc1(3) 兰 I(2),T(2)/socT(2) 兰 TCD), I(1) 是 
单 内 射 模 . 注意 P(1) = 7(3). 

从 而 0 一 P(3); P(3) 一 P(2); P(2) 一 P(1) 是 汇 映 射 . 7(3) =» (2), 1(2) ~ 
I(1),1(1) -* 0 是 源 映射 . 下 节 将 介绍 本 例 中 的 其 他 汇 映射 、 源 映射 以 及 Auslander- 
Reiten 序列 . 
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与 11.3 节 一 样 , 设 Q 是 一 个 有 限 箭 图 , 不 含有 向 循环 , 4 = FQ 是 有 限 维 遗传 
代数 . 用 ind4 表示 不 可 分 解 4- 模 同 构 类 的 集合 . 下 面 定 义 范畴 4-mod( 或 repQ) 
的 根 (radical): 

定义 11.4.1 设 XYe4mod. 记 

rad(X,Y) = {f se Homa(X,Y)lufu 不 是 自 同 构 ， 

VM eind4,vu:M 一 Xu:Y 一 M)}， 

rad2(X,Y) = {f e Homa(X,Y)IaM 以 及 u erad(X, M), 

v Erad(M,Y), 使 得 f = vu}. 
称 rad( 一 ,一 ) 是 范畴 A-mod 的 根 . 
不 难 验 证 , 如 果 X,Y 是 互 不 同 构 的 不 可 分 解 4- 模 , 则 有 


rad(X,Y) = Homa(X,Y), 
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rad(X, 义 ) = {f : 久 一 |f 不 是 自 同 构 } = radEndAXX. 

命题 11.4.1 设 X,Y e A-mod, 则 

(1) rad2(X,Y) C rad(X,Y) 且 均 是 Homa(X,Y) 的 F- 子 空间 ; 

(2) 如 果 将 Homa(X,Y) 自然 地 看 成 EndaY-EndaX- 双 模 , 则 rad2(X,Y) crad 
(X, 了 ) 均 是 Homa(X,Y) 的 子 双 模 . 从 而 商 rad(X,Y)/radz(X,Y)( 记 之 为 Irr(X,Y)) 
是 EndaY-End4X- 双 模 ; 

(3) 设 X,Y 是 不 可 分 解 4- 模 , 则 Irr(X,Y) 是 (EndaY/radEndaY)-(EndaX/ 
radBnda 义 )- 双 模 . 

证 验证 rad(X,Y) 是 Homa(X,Y) 的 EndaY-EndaX- 子 双 模 ， 设 f,g e 
rad(X,Y), 如 果 有 不 可 分 解 4- 模 M, 以 及 A- 模 同 态 u : M 一 X，4- 模 同 态 v : 
Y 一 M, 使 得 v(f +g)u: M 一 M 是 同 构 , 则 vfu,vgu 两 者 中 必 有 一 个 是 同 构 ( 因 
为 M 不 可 分 解 ，M 的 非 同 构 映射 属于 radEndaM), 矛盾 ! 故 f +g e rad(X,Y). 
易 验证 对 任意 f e rad(X,Y),h eHoma(X,XX),j Ee Homa(Y,Y), 均 有 fh,nf e 
rad(X,Y)， 同 样 可 以 验证 rad?(X,Y) 是 Homa(X,Y) 的 EndaY-EndaX- 子 双 
模 ， 显然 rad?(X,Y) C rad(X,Y). 从 而 Irr(X,Y) 是 EndaY-EndaX- 双 模 ， 若 
X,Y 是 不 可 分 解 4- 模 , 按 定 义 rad(X,X) =radEndaX;rad(Y,Y) =radEndaY, 有 
fu,vf € rad?(X,Y),vf e rad(X,Y),v € rad(Y,Y),u € rad(X,X), 从 而 Irr(X,Y) 
是 (EndaY/radBEndaY)-(EndaX/radEndaX)- 双 模 ， | 

命题 11.4.2 ” 设 X,Y 是 不 可 分 解 4- 模 , 则 f :XX 一 Y 是 不 可 约 映射 当 且 仅 
当 f erad(X,Y) \rad?(X,Y). 

证 设 7 是 不 可 约 映射 , 则 f 不 是 同 构 , f erad(X,Y); 又 车 f = gh, 由 定义 ， 
或 g 是 可 裂 满 , 或 h 是 可 裂 单 , 从 而 fg rad?(X,Y). 反之 , 显然 

由 此 知 当 X,Y 是 不 可 分 解 4- 模 时 , 存在 从 X 到 Y 的 不 可 约 映 射 当 且 仅 当 
Irr(X,Y) #0. 

定理 11.4.1 ” 设 久 是 不 可 分 解 4- 模 , 则 

(有 ) f:M 一 六 是 不 可 约 映 射 当 上 且 仅 当 存在 f': N 一 久 使 得 (f,f') :ME@N 一 
X 是 汇 映射 ; 

(2) 9 : X 一 Y 是 不 可 约 映 射 当 且 仅 当 存在 y : X _， 2 使 得 [> ) es 
Y @ 2Z 是 源 映射 . 

证 ”只 证 结论 (1), (2) 可 对 偶 地 证 明 . 设 /: M 一 X 是 不 可 约 映射 . h: 马 一 XX 
是 汇 映射 由 f 是 非 可 裂 满 , 有 hv/ : M 一 已 满足 f = hh', 再 由 f 是 不 可 约 映 
射 , h 是 汇 映射 , 有 hr 是 可 裂 单 的 , 即 已 s Me@N. 令 闻 = hn:N 一 XX, 则 
(四 :MB@N 一 和 是 汇 映射 . 下 面 证 明 充分 性 . 设 (f, 了") : M@N 一 X 是 汇 映射 . 
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设 太 = st: MMX 且 s 是 非 可 裂 满 ,由 (f, 了 ') 是 汇 映射 , 有 ( ) :M' 一 


Men 信 得 = () 2-om( = 2 ) 入 


v ly 0 1N 


i( 9 )(; 9 ] 是 可 由 此 wn 一 同 攀 :是 可 开间 故 / 是 
v ly 0 1y 
不 可 约 映射 ， | 

定理 11.4.2 ” 设 X,Y 是 不 可 分 解 4- 模 , 则 下 面 3 个 数 是 相等 的 : 

(1) dimpIrr(X, Y); 

(2) 设 g:N 一 Y 是 终止 于 Y 的 汇 映射 , X 作为 不 可 分 解 直 和 项 出 现在 NN 的 
次 数 ; 

(3) 设 1 :六 一 M 是 起 始 于 X 的 源 映射 , Y 作为 不 可 分 解 直 和 项 出 现在 M 
的 次 数 . 

证 只 证 明 (1), (3) 中 的 数 相等 , 类 似 地 可 证 明 (1), (2) 中 的 数 相等 . 

设 (fo, 及,…, 搬 )”: 六 一 M'@Y" 是 起 始 于 X 的 源 映射 . 显然 fi € rad(X,Y)\ 
rad2(X,Y),Vi = 1,2,……,m, 证 明 万,……, 琅 是 Irr(X,Y) 的 一 组 基 . 设 4 :X—>Y,pe 


rad(X,Y), 则 存在 (go,g1,…,gr) : MeYr 一 7, 使 得 $= 了》 gifigi,…,gr € 
i=0 


EndaY, 从 而 存在 ie FF, 使 得 gi 一 kily € radEndaY. $= Dgifi= gofot+》 (0 一 
i=0 i=1 


kily)firtD kifo 由 于 gofot+D (gkily)fi Ee rad?(X,Y),6 = Dk 即 肪 ,…, 户 
让 1 


i=1 i=1 


是 Ir(X,Y) 的 F 生成 元 . 下 证 它们 是 线性 无 关 的 . 设 》 及 天 一 0 且 菜 个 届 #0 


i=1 


有 2 fi e rad?(X,Y), 有 可 裂 满 同 态 M'@Y” 一 (my,… ,yr) » 7kiyi( 因 
i=1l i=1 


为 同 态 Y 一 M'@Y",y 呈 (0,0,…,ki1,0,…,0)" 与 上 映射 合成 等 于 1y), 此 映射 


与 源 映射 (fo, 用,…,f,)”: X 一 M'@Y" 的 合成 等 于 》 有 上 是 不 可 约 映射 巴 


i=1 
盾 ! 故 五,…, 拨 是 Irr(X,Y) 的 一 组 基 . dimpIrr(X,Y)=+， | 
命题 11.4.3 (1) 设 X 是 不 可 分 解 模 ， 则 终止 于 X 的 汇 映 射 是 
[5 Zimlrr(Z,X) 一 和 起 始 于 X 的 源 映射 是 X 一 @ mi 2 有 


Zeinda ZEeindA 
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(2) 如 果 X 是 非 投 射 不 可 分 解 模 , Y 是 不 可 分 解 模 , 则 dimIrr(rX,Y) =dimIrr 
(Y,X); 

(3) 如 果 X,Y 都 是 非 投 射 不 可 分 解 模 , 则 dimIrr(7Y, 7X)=dimIrr(Y, XX). 

证 ”结论 (1) 由 定理 11.4.2 得 到 .下 证 结论 (2)， 如 果 XX 是 非 投射 不 可 分 
解 4- 模 , 则 有 终止 于 X 的 AR- 序 列 Ex : 0 一 rX 工 已 和 X 一 0,g 是 汇 映射 ， 
f 是 源 映射 ， 从 而 dimIrr(rX,Y) = dimlIrr(Y, X). 应 用 结论 (2) 有 dimIrr(Y,X) 
=dimIrr(rX,Y) =dimIrr(7Y,7X), 从 而 证 明了 结论 (3)，| 

定义 11.4.2 ”代数 4 的 Auslander-Reiten 箭 图 PA 定义 如 下 : 4 的 不 可 分 
解 模 的 同 构 类 作为 Pa 的 顶点 . 如 果 X,Y e ind4,Irr(X,Y) 关 0, 则 有 从 顶点 [X] 
到 [Y] 的 箭 (向 ) 且 有 dimIrr(X,Y) 条 箭 . 代数 4 的 Auslander-Reiten 箭 图 简称 为 
AR- 箭 图 . 

由 于 Auslander-Reiten 平移 r,r- 给 出 了 非 投射 不 可 分 解 4- 模 的 同 构 类 之 集 
与 非 内 射 不 可 分 解 4- 模 的 同 构 类 之 集 之 间 的 互 逆 双 射 . r,r- 诱导 出 Pa 的 非 投 射 
点 与 T4 的 非 内 射 点 之 间 的 互 逆 双 射 , 且 若 [X],[Y] e mA,X 是 非 投射 模 , 则 “从 
[Y] 到 [X] 的 箭 ” 的 个 数 等 于 “从 [rX] 到 [Y] 的 箭 ” 的 个 数 . 换言之 ,7 是 Pa 上 的 
平移 映射 , 此 时 FA 是 一 个 带 平 移 r 的 平移 箭 图 . 

例 11.4.1 4A=FQ1:Q1:3 一 3 一 其 中 , P(1) = SG);P(3) =7(1);1(3) = 
5(3). 下 面 找 出 所 有 的 AR- 序 列 . 从 单 投射 模 开始 , P(1) 是 唯一 的 单 投射 模 , 计算 
知 dimrIrr(P(l), P(2)) = dimrHoma(P(1), P(2)) = 1. 可 设 起 始 于 P(1) 的 源 映射 
为 P(1) 一 P(2)@X, 易 知 X 不 含 同 构 于 P(2), P(3) 的 直 和 项 , 从 而 若 X 尖 0, 则 有 
不 可 约 映射 rX 一 P(1), 终止 于 P(1) 的 汇 映射 应 为 Y@7X 一 P(1), 与 P(1) 是 单 
投射 模 矛 盾 ! 故 X = 0, 即 起 始 于 P(1) 的 源 映射 为 P(1) 一 P(2), 从 而 有 AR- 序 列 
0 一 PU) 五 P(2) 一 TP(1) 一 0. 易 知 7-P(1) 衬 5(2). 同样 可 确定 起 始 于 P(2) 的 
源 映射 为 P(2) 一 P(3) @7-P(1), 从 而 有 AR- 序 列 0 一 P(2) 一 P(3) @7-P(1) 一 
T-P(2) 一 0, 易 知 在 上 AR- 序 列 中 的 从 P(3) 到 r- P(2) 的 不 可 约 映射 是 满 射 (请 
读者 自己 证 明 ), 从 而 r-P(2) 是 不 可 分 解 内 射 模 , 故 应 为 (2). 类 似 可 验证 起 始 于 
5(2) 的 AR- 序 列 为 0 一 S(2) 一 7(2) 一 T(3) 一 0. 由 于 I(3) 兰 r- 5S(2) 兰 r-2P() 
是 单 内 射 模 , 不 可 能 再 按照 这 种 方式 “从 左 向 右 ”找到 新 的 AR- 序 列 了 . 实际 上 由 
第 12 章 可 知 出 现在 上 面 AR- 序 列 中 的 不 可 分 解 模 穷 尽 了 4 的 所 有 不 可 分 解 模 . 故 
4 的 所 有 AR- 序 列 为 


0 一 PUD) 一 P(2) =» 7-P(1) 一 0， 
0 一 P(2) 一 P(3)er-P(U) = 7-P(2) 一 0， 


0 一 5(2) = 1(2) — 1(3) — 0, 
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从 而 代数 4 的 AR- 箭 图 为 
二 2 


PIUD … … … 52) … … 1(9) 


同样 地 , 可 画 出 下 面 箭 图 的 Auslander-Reiten 箭 图 . 
例 11.4.2 4= FoxQ :8 一 3 3, 则 Th: 


其 中 , P(2) = 5(2); S$(3) = 7(3);1(1) = 5(1). 
习 题 


11.1 证 明 如 果 Q 是 不 含 循环 图 有 限 箭 图 , 则 范畴 repQ 中 的 单 对 象 一 定 同 构 于 某 个 5S(i)， 
换 句 话说 , {5(i)li e Qo} 是 repQ 中 互 不 同 构 的 单 表示 的 完全 集 . 

11.2 ”详细 写 出 定理 11.1.2 的 证 明 . 

11.3 证 明 对 任意 投射 4- 模 已 Homaor (Homa(P, A), 4) 兰 已 

11.4 验证 Homao(D(-),4) 兰 Homao(D(4),-) 是 Nakayama 函 子 N 的 逆 . 

11.5 证 明 命题 11.3.1. 

11.6 ”证明 不 可 约 映射 或 为 单 射 , 或 为 满 射 . 

11.7 证 明 终止 于 不 可 分 解 非 投射 模 M 的 AR- 序 列 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 . 

11.8 设 KM € A-mod, M 是 不 可 分 解 的 , 证 明 rad(M,X) = {f e Homa(M,X)|f 不 
是 可 裂 单 的 }, rad(X, M) = {f e Homa(X, M)|f 不 是 可 弄 满 的 }. 

11.9 试 画 出 Dynkin 第 图 (任意 给 定 箭 向 ) 的 AR- 箭 图 . 
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一 个 仅 有 有 限 多 个 互 不 同 构 的 不 可 分 解 模 的 代数 称 为 有 限 表示 型 代数 . 代数 表 
示 论 的 一 个 基本 问题 就 是 刻画 有 限 表 示 型 代数 . 这 个 问题 一 直到 20 世纪 70 年 代 
才 开 始 得 到 解决 . 它 的 解决 伴随 一 系列 新 的 思想 、 方 法 和 工具 的 出 现 , 使 代数 表示 
论 的 面貌 澳 然 一 新 . 

我 们 知道 , 在 一 个 代数 闭 域 尺 上 的 基 遗 传代 数 与 某 个 箭 图 Q 的 路 代数 同 构 ， 
因而 其 模范 畴 与 箭 图 Q 的 表示 范畴 相同 . 而 箭 图 的 表示 不 仅 由 于 其 组 合 的 直观 而 
较 容易 解决 , 而 且 它 反映 了 深刻 的 数学 本 质 、 建 立 起 不 同 数学 领域 的 联系 , 产生 越 
来 越 广泛 和 深入 的 影响 . 

箭 图 方法 在 20 世纪 70 年 代 出 现在 代数 表示 论 中 , 人 们 利用 它 成 功 地 解决 了 
遗传 代数 什么 时 候 是 有 限 表 示 型 的 问题 . 在 代数 闭 域 上 这 一 问题 首先 由 Gabriel 通 
过 建立 不 可 分 解 表示 与 二 次 型 的 正 根 ( 即 相应 复 半 单 李 代数 的 正 根 ) 的 对 应 解决 . 
Bernstein, Gelfénd, Poromarev 等 人 应 用 的 Coxeter 函 子 方法 证 明了 Gabriel 的 定 
理 . 这 一 方法 后 来 被 Dlab 和 Ringel 推广 到 任意 遗传 代数 . 

本 章 讨论 有 限 表示 型 有 限 维 路 代数 及 其 表示 分 类 , 目标 是 证 明 连 通 的 有 限 表示 
型 路 代数 是 以 邓肯 图 为 基 图 的 箭 图 @ 的 路 代数 . 首先 讨论 由 图 确定 的 二 次 型 的 正 
定性 及 其 实 根 集 有 限 的 条 件 ; 还 将 证 明 在 连通 箭 图 二 次 型 的 正 实 根 与 其 某 些 不 可 分 
解 表示 同 构 类 间 存 在 着 对 应 ; 并 且 这 样 的 对 应 在 邓肯 图 的 情形 是 一 一 的 . 这 样 , 由 
二 次 型 和 邓肯 图 的 性 质 得 到 箭 图 表示 和 遗传 代数 为 有 限 表示 型 的 条 件 . 


12.1 邓肯 图 和 二 次 型 


设 4 = (4o, 4i) 为 一 个 图 , 其 中 ,4 为 其 顶点 集合 而 41 为 其 边 的 集合 . 直 
观 地 讲 , 它 就 是 一 个 由 顶点 及 连接 顶点 的 边 构成 的 图 形 . 约定 记 其 顶点 集 为 Ao = 
{1,2,…,n}, 而 记 其 边 数 的 集合 为 Ai = {a;; € Nol(i,j) e Ao x 4o}, 即 用 ui 表示 
i 了 之 间 的 边 数 . 显然 对 所 有 顶点 i 与 j, 有 aij = aji. 

本 章 总 是 假定 图 是 连通 的 , 并 且 其 中 没有 单 点 圈 , 相应 地 假定 箭 图 是 连通 的 , 并 
且 其 中 没有 圈 箭 . 对 于 图 4, 这样 的 条 件 可 叙述 为 如 果 Ao = A5UAY 且 AIUAY = 儿 ， 
则 有 ie 40, je 4%, 使 得 ui 关 0 且 对 所 有 ie Ao 都 有 ai = 0. 

我 们 对 邓肯 图 和 欧 几 里 得 图 有 着 特殊 的 兴趣 . 

邓肯 图 是 指 下 面 几 类 图 , 也 称 为 4, D, E 型 邓肯 图 : 
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1 2 nm 
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通常 的 邓肯 图 还 包含 Bu, Cn, Fa, G2 等 类 型 , 欧 几 里 得 图 也 还 有 相应 的 其 他 一 
些 图 . 由 于 从 路 代数 出 发 讨论 问题 , 这 些 图 不 会 出 现 . 它们 在 考虑 赋值 第 图 的 实现 
的 张 量 代 数 时 会 出 现 . 感 兴趣 的 读者 可 参考 相关 文献 ,如 (Auslander et al., 1995) 
等 . 

下 面 的 命题 表明 , 邓肯 图 从 某 个 意义 上 讲 , 是 一 类 “最 小 的 ”图 , 而 欧 几 里 得 图 
是 一 类 “临界 的 ”图 . 

命题 12.1.1 ” 设 4 是 一 个 图 . 如 果 它 不 是 邓肯 图 , 则 它 一 定 包含 一 个 欧 几 里 
得 图 . 

其 证 明 是 直观 的 , 留 作 习题 . 

定义 12.1.1 ”给 定 图 4 = (4o, A1), 如 果 Ao = {1,2,…,n}, 定义 有 理 数 域 上 
的 m 维 向量 空 间 Q" 上 的 双 线性 型 B:Q" x Q" 一 Q@ 为 


1 
B(xYy) = Ba(z,Y) = 2 ri — Dovid 
f 


记 ql(z) = qa(z) = B(z,z) 为 由 B(z,y) 确定 的 二 次 型 , 称 之 为 图 4 的 二 次 型 , 有 时 
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也 将 它 简 记 为 va. 

这 个 双 线性 型 是 对 称 的 , 二 次 型 的 负 项 恰 由 图 4 确定 : ziz; 的 系数 的 绝对 值 
正好 是 i 与 j 间 的 边 数 aij. 

如 果 乘 以 系数 2, 这 个 双 线 性 型 和 二 次 型 的 矩阵 恰好 是 图 4 的 Cartan 矩阵 . 
即 主 对 角 线 上 为 2, 而 (i,j) 处 为 -ai; 的 矩阵 (Humphreys, 1972). 

定义 12.1.2 ”如 果 对 所 有 z 关 0 都 有 g(z) > 0, 称 二 次 型 qtz) 为 正定 的 , 如 
果 对 所 有 z 都 有 q(z) > 0, 称 二 次 型 qd(z) 为 半 正 定 的 . 不 是 正定 和 半 正 定 的 二 次 型 
称 为 不 定 的 . 使 得 g(a) = 0 的 向 量 a 称 为 二 次 型 q(z) 的 零点 . 

图 的 二 次 型 的 正定 和 半 正 定性 是 一 个 非常 重要 而 有 用 的 数学 性 质 . 

例 12.1.1 ”对 于 邓肯 图 Eo, 其 二 次 型 为 


q(T)=73 十 3 十 73 十 23 十 TE 十 8 


一 Z172 一 7273 一 T3T4 一 TATS 一 T3T6. 


现在 讨论 图 的 二 次 型 的 正定 性 . 

定义 12.1.3 设 4=(4o4) 和 4'= (49,A1) 为 图 , 如果 4A0 C 4o 且 对 任 
意 ij€ 4o, 有 os ai; 则 称 4' 为 4 的 一 个 子 图 , 一 个 不 等 于 4 的 子 图 称 为 一 
个 真子 图 . 

命题 12.1.2” 设 gq(z) 和 4(z) 分 别 是 图 A 和 A' 的 二 次 型 . 设 4 是 连通 的 
并 设 4' 是 由 4 去 掉 若干 顶点 及 与 之 相连 的 边 得 到 的 一 个 真子 图 . 

如 果 q(z) 为 半 正 定 的 , 则 q(z) 是 正定 的 . 

如 果 %(z) 为 半 正 定 的 且 有 一 个 每 个 分 量 缘 为 正 的 零点 , 则 gq(z) 是 不 定 的 . 

证 ”由 于 g(z) 半 正 定 , 其 矩阵 的 每 个 主子 式 为 正 . 而 g'(z) 的 矩阵 恰好 是 q(x) 
的 矩阵 中 划 去 对 应 于 去 掉 的 顶点 的 行 和 列 得 到 的 矩阵 , 从 而 w%(z) 的 矩阵 的 行列 式 
及 其 主子 式 都 是 qd(z) 的 矩阵 的 主子 式 , 因而 也 都 为 正 . 于 是 vd(z) 正定 . 

我 们 有 


q(z)= > 2 2 — 》 azizi 
iEAo i<j 
= 7 Darivit+ D7? — Do — aly)rizs 
iEAS < AS < 
= (x) + 6(z). 


由 于 4' 通常 不 是 连通 的 , 其 每 一 个 连通 分 支 ( 即 极 大 连通 子 图 ) 定义 一 个 低 维 
空间 上 的 二 次 型 , 而 g(xz) 是 这 些 二 次 型 的 和 . 可 设 其 顶点 为 (1,…,n),n/ <n. 假 
设 w = (a1,…,aw) 是 yf(z) 的 每 个 分 量 皆 为 正 的 零点 , 有 dg(a) = 0. 由 于 4 连 
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通 , 可 设 anrw+1 关 0. 取 
由 于 对 所 有 i,j, ai > 1, 于 是 
g(a)=6(a) 


= - jan. mt102, 一 二 Qi mt175 Berm 


即 qz) 是 不 定 的 ，| 

用 配方 法 直接 计算 , 可 以 得 到 下 列 定理 : 

定理 12.1.1 ” 设 4 是 一 个 欧 几 里 得 图 , 则 其 二 次 型 a(z) = qa(z) 是 半 正定 
的 , 其 零点 全 体 构成 一 个 一 维 向 量 空间 . 


其 最 小 正 整数 零点 向 量 分 别 为 
及 , aa 
5, 全 we vos —, 
所 .L: ed 
YE ni 
其 中 , 点 上 的 数字 表示 零点 向 量 的 对 应 分 量 的 值 . 
证 明 留 作 习 题 . 


例如 , 记 的 极 小 零点 向 量 为 (1,2, 3,2,1,2,1). 
ggs(1,2,3,2,1,2,1) 
=12+22+32+22++12+22+12—1.:2-2.3-3.2—-2.1-3.2-2.1 
=0. 
欧 几 里 得 图 的 二 次 型 g(z) 其 余 的 零点 向 量 皆 是 上 述 零点 向 量 的 倍数 . 
作为 命题 12.1.1 和 命题 12.1.2, 定理 12.1.1 的 推论 ,有 
定理 12.1.2” 设 4 是 一 个 连通 图 , q(z) = qaA(z) 是 其 二 次 型 , 则 有 
(1) 4 是 邓肯 图 当 且 仅 当 g(z) 正定 ; 
(2) 4 是 欧 几 里 得 图 当 且 仅 当 gq(z) 半 正 定 且 非 正定 . 
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12.2 ”根系 与 反射 变换 
设 4 为 一 个 顶点 集 为 {1,…,n} 的 图 , 设 图 4 的 双 线性 型 为 
Bay) = Belz) = Div 3 Dority, 


其 二 次 型 为 gq(z). 

定义 12.2.1 设 ae Zr" 是 一 个 n 维 整 向 量 . 如 果 g(a) =1, 称 a 是 g(z) 的 
一 个 实 根 (real root), 实 根 的 全 体 称 为 实 根系 . 一 个 每 个 分 量 皆 非 负 的 非 零 实 根 称 为 
一 个 正 实 根 . 

这 里 定义 的 实 根 事实 上 与 复 半 单 李 代数 分 类 研究 所 使 用 的 实 根 是 一 致 的 ， 但 
注意 到 二 次 型 的 正定 性 和 半 正 定性 是 可 以 相差 一 个 正 系数 的 ,因而 定义 12.2.1 是 
有 局 限 的 , 但 对 于 本 书 的 讨论 只 需要 这 种 特殊 的 定义 就 够 了 . 关于 根 及 根系 的 深入 
讨论 参见 文献 (Humphreys, 1972). 

对 i=1,…,n, 令 


€i= (0,...,0,1,0,...,0) 


为 第 i 个 分 量 为 1 而 其 他 分 量 为 0 的 单位 向 量 , 则 有 g(ei) = 1. 于 是 标准 单位 向 量 
都 是 二 次 型 的 一 个 实 根 , 它们 称 为 a(z) 的 单 根 (注意 讨论 的 是 没有 单 点 圈 的 图 , 否 
则 , 这 是 得 不 到 的 ) . 直观 地 看 , 当 n = 2 和 n = 3 时 , 正 实 根 分 别 是 单位 圆 和 单位 
球面 上 的 正 整 点 , 故 其 个 数 有 限 . 证 明理 数 域 上 的 n 维 向 量 空间 的 一 个 正定 二 次 型 
仅 有 有 限 多 个 正 实 根 . 

定义 二 次 型 q(z) 关于 其 i 分量 的 偏 导 数 为 


Diq(z) = 2B(ei, 2) = 2zi — Daijz3- 
i¥i 

于 是 对 每 个 i, Dig(z) 都 是 Q" 上 的 一 个 线性 函数 . 

如 果 gq(z) 半 正 定 , 则 它 在 任意 点 取 值 皆 非 负 而 其 最 小 值 为 0. 放 在 n 维 实 空 
间 R" 中 , 视 g(z) 为 一 个 n 元 函数 g : Rn" 一 民 . 这 时 , 上 面 定义 的 偏 导 数 与 分 析 中 
定义 的 是 一 致 的 . 由 分 析 中 的 极 值 定理 , 可 以 得 到 下 面 的 命题 : 

命题 12.2.1 设 q(z) 是 半 正 定 二 次 型 , ce Q", 则 g(a) = 0 的 充分 必要 条 件 
是 对 每 一 i= 1,…,n, 都 有 Dig(a) = 0. 

现在 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 12.2.1 有理数 域 上 正定 整 二 次 型 g(z) 只 有 有 限 多 个 正 实 根 . 

证 视 g(z) 为 一 个 n 元 函数 g:R" 一 及 . 由 于 对 0 关 z EQ", 都 有 dtz) > 0， 
而 q(z) 连续 , 于 是 对 所 有 R" 中 非 零 向 量 z, 有 q(z) > 0. 首先 证 明 对 所 有 Rn 中 
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非 零 向 量 z, 都 有 g(z) > 0. 车 不 然 , 有 0 关 a = (aa ,an) ER" 使 qa) = 0, 则 
由 命题 12.2.1, 对 i= 1,2,…,n, 有 


Dig(a) = 0. 


也 就 是 说 , 这 个 整 系数 齐 次 线性 方程 组 在 民 中 有 非 零 解 ,于 是 它 在 Q 中 亦 有 非 零 解 ， 
即 有 不 全 为 零 的 有 理 向 量 a = (oi,…,an) e Q", 使 对 i= 1,2,…,n, Dig(a) =0. 
由 命题 12.2.1, 亦 有 gq(a) = 0. 这 与 g(z) 在 Q 上 正定 矛盾 ， 于 是 对 一 切 0 # 
zz ,Tn) ER", 有 dlz) > 0. 


记 z 的 长 度 |zl = VE 十 … 十 z2. 令 
U= {ze R"llzl=1 且 对 i= 1,2,…,n, 有 zi > 0}, 


则 UV 是 R" 中 单位 球 的 一 个 闭 子 集 , 从 而 是 有 界 闭 集 , 因而 是 紧 闭 集 . 而 g(z) 是 一 
个 U 上 的 连续 函数 , 从 而 在 U 中 有 点 a = (a1,…,an), 使 g(a) =7 在 U 上 极 小 . 


对 任意 R" 中 正 向 量 =， 有 je 而 


1 
o<rso( 商 ) = Br 


如 果 y 是 q(z) 的 正 实 根 , 有 g(y) = 1, 从 而 ly|| < 去 于 是 ye zn {ze 


Rolel < -未 } 但 ze 的 一 个 有 界 区 域 中 只 有 有 限 多 个 点 . 这 说 明 qtz) 只 有 有 限 
多 个 正 实 根 ，| 

每 一 实 根 是 一 个 整数 向 量 , 根系 可 视 为 Z" 的 子 集 , 而 Z" 是 向 量 空间 Qn 的 
子 集 . 通过 在 Q" 上 的 一 些 特殊 的 线性 变换 的 讨论 , 可 以 从 atz) 的 一 些 特殊 的 实 
根 构造 出 其 所 有 实 根 . 

下 面 讨论 由 对 称 双 线 性 型 B(z,y) 给 出 的 二 次 型 q(z) 的 实 根 的 构造 , 对 于 Qn 
的 向 量 a, 如 果 Bana) #0, 定义 一 个 Qn 上 的 映射 


它 是 一 个 Q" 上 的 线性 变换 . 它 具 有 下 列 重要 和 基本 的 性 质 . 其 证 明 留 作 习 题 . 
命题 12.2.2 (1) 52 = 1( 恒 等 映射 ); 
(2) ja(a) = 一 
(3) ja(z) = zz 当 且 仅 当 B(z,a) = 
(4) 对 任意 zx,y se Qn， 
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B(éa(7),60(y)) = B(z,y). | 


命题 12.2.2 中 (1) 表明 5。 是 可 逆 的 , 且 它 的 逆 就 是 它 本 身 ; (2) 和 (3) 表明 它 
把 a 张 成 的 子 空间 的 向 量变 为 其 负 向 量 而 保持 与 a 垂直 的 向 量 不 变 , 即 它 是 关于 
在 双 线性 型 B(z,y) 下 与 a 垂直 的 超 平面 的 反射 , 因而 称 之 为 反射 变换 ; (4) 表明 
bn 把 gq(z) 的 实 根 变 成 实 根 , 零点 向 量变 为 零点 向 量 . 

如 果 B(z,y) 是 图 A 的 双 线 性 型 . 对 1 < k < n, 设 ek 为 第 k 个 单位 向 量 , 有 
Bl(ekyek) =1. 记 k= bo 如果 2= (z1,… Zk-1Zky ZK Zn), 则 


6k(2)= (zl ZK 一 2B(zek),zk+Hl Zn) 


i (e177 mh mk — Zak + DD akTjs Tht1 on) 
了 


一 人 La] 和 
了 
特别 地 , 6 将 整 向 量变 为 整 向 量 , 将 ek 变 为 -ek 

令 5 = jn 1…0, 称 为 Q" 上 的 一 个 Coxeter 变 换 . 有 时 也 将 5(z) 和 5k(z) 
分 别 记 作 5z 和 5kz. 下 面 结果 刻画 半 正 定 二 次 型 的 零点 . 

命题 12.2.3 ” 设 g(z) = B(z,z) 是 由 图 定义 的 二 次 型 , 如 果 g(x) 半 正 定 , 则 
对 任意 z e Q", 下 列 条 件 等 价 : 

(D 对 大 = 1 2 my km 一 mi 

(2) jz = zi; 

(3) 对 所 有 y < Q", B(z,y) = 0; 

(4) qd(z) = 0. 

证 ”如果 (1) 成 立 , 比较 z 与 bz 的 第 上 个 分 量 , 可 以 得 到 B(z,ek) = 0. 由 
于 e1,…,en 是 Q" 的 基 , 而 B(z,y) 是 双 线 性 的 , 故 对 所 有 y e Q", B(z,y) = 0. 
从 而 (3) 成 立 . 

反之 , 车 (3) 成 立 , 由 定义 立即 得 (1) 亦 成 立 , 这 就 证 明了 (1) 与 (3) 等 价 . 

如 果 (1) 成 立 , 显然 (2) 亦 成 立 . 另 一 方面 , 由 于 B(ek,ek) = 1, 直接 计算 得 

(P14. En) (D1 .. 1 
=(z1— 2B(z,e),.… ,Tn — 2B(6n_1:…01(7), en)). 

如 果 (2) 成 立 , bz = z, 可 以 对 上 = 1,…,n 归纳 地 得 到 B(z,ek) = 0. 于 是 kz = z. 


注意 到 对 于 双 线性 型 B, 其 迷 向 子 空间 N 定义 为 使 得 Bln(z,y) = 0 的 子 空 
间 N. 设 B(z,y) 的 矩阵 为 C. 由 于 q(z) 半 正 定 , 于 是 存在 可 逆 有 理 数 矩 阵 Q 及 
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正 有 理 数 d1,…,d,, 使 


di 0 0 0 
0 0...0 

CQ: = a 
Wa 0 :0 0...0 
0 :+ 0 0...0 


如 果 Q 是 从 标准 基 到 基 如,… ,vi, wrt1,… ,vn 的 过 渡 矩 阵 , 则 QCQ! 是 B(z,y) 
关于 这 个 基 的 矩阵 , 且 看 到 v1,… ,vw 张 成 B(z,y) 的 极 大 迷 向 子 空间 N, 且 N 
与 Qn" 关于 B(z,y) 正 交 . 

于 是 g(x) = 0 当 且 仅 当 ze N, 当 且 仅 当 对 所 有 y e Q", B(z,y) =0, 即 (3) 
与 (4) 等 价 ，| 

已 知 ek 是 gq(z) 的 正 实 根 上 且 5kek = 一 ek- 

命题 12.2.4 。” 设 连通 图 4 定义 的 二 次 型 qtz) 正定 , 并 设 = = (z1,…,zn) 是 
它 的 一 个 正 实 根 , 如 果 = 了 ek 则 5kz > 0 仍 为 正 实 根 . 

证 ”由 命题 12.2.2(3), kz 是 gq(z) 的 一 个 根 , 令 5kz = (1,…,yn). 由 于 命题 
12.2.2 前 面 的 说 明 若 关心 则 yi = zi > 0. 而 


Vk = DD ar — Zk. 
了 
由 于 


qz)= D7 — Daijriz; 
YY 
-Ya 工 wnt (Toa) 


zk hk,jAk 

=》 ,72 A bp Qj TT 一 YkTk 
ik i#k,j#k 

一 1， 


如 果 6kz 关 0, 则 zk > 1 并 且 有 yw < 0. 这 时 办 zk < -1, 于 是 得 到 


q(z — Zkek) 一 2 = res = -和 oa 
了 
人 
ik i 
=1+ykzk < 0. 


“270. 第 12 章 ”有 限 表示 型 代数 


由 于 q(x) 正定 , 这 表明 g(z - zkek) = 0, 从 而 2 一 zkek = 0, 即 = = zrek. 而 由 于 
z 是 q(z) 的 实 根 , 1 = dg(zkek) = 到 从 而 zk = 1 而 = = zkek = ek. 这 就 证 明了 
命题 ，| 

对 于 1<kgn, 记 


Pk = Ok-1Ek, qk = nOk+1Ek: 


容易 证 明 下 列 结果 : 
命题 12.2.5 ”jz 关 0 当 且 仅 当 存在 上 使 z= pr; 6-iz 关 0 当 且 仅 当 存在 
使 z=ge， | 
定理 12.2.2” 设 4 是 邓肯 图 , gq(z) 是 4 定义 的 二 次 型 . 设 ok 和 br 分 别 是 
使 得 
6 pe ¥0, dtlgk¥0 


成 立 的 a,b 中 的 最 小 正 整 数 , 则 q(z) 的 全 体 正 实 根 集合 为 


{oprll Sksn0gs<ar} 


{6 gll < kn,0g sgb.}. 


证 ”由 于 每 个 6 可 逆 且 将 实 根 变 为 实 根 , 5 也 可 逆 且 是 实 根 集 R 上 的 一 个 置 
换 . 而 由 定理 12.2.1, R 是 有 限 集合 , 因而 5 的 阶 有 限 . 即 存在 正 整数 m 使 6” = 1. 
于 是 对 任 一 正 实 根 z, 有 "z= z. 令 


Y=T+6r+. + ly, 


则 由 于 5 是 线性 变换 ,有 5y = y. 于 是 由 命题 12.2.3, 对 每 一 ze Q", 有 B(y,z) = 0， 
特别 地 , g(y) = B(y,y) = 0. 但 4 是 邓肯 图 而 gq(z) 正定 , 于 是 y = 0. 这 样 存在 
1<1< m1, 使 对 t<1,5tz > 0 而 lz #0. 于 是 由 定理 12.2.5, 存在 有 使 

6!-1g = pk. 这 证 明了 第 一 个 断言 , 第 二 个 断言 可 以 类 似 地 证 明 ， | 

事实 上 ，q(z) 的 每 个 实 根 为 正 实 根 或 负 实 根 ( 即 正 根 的 负 向 量 )(Humphreys， 
1972). 

最 后 讨论 欧 几 里 得 图 4 的 正 实 根 . 这 时 其 二 次 型 q(z) 是 半 正 定 而 不 是 正定 的 . 

引 理 12.2.1 ” 设 4 是 欧 几 里 得 图 , g(z) 是 其 二 次 型 . 设 0 关 ao e Q 满足 
g(aQo) = 0, 则 ao 的 每 个 分 量 都 不 等 于 零 . 

证 ”因为 如 果 ao 的 某 个 分 量 为 零 , 不 妨 设 ao = (a1,…,an-1,0), 则 这 时 如 
果 用 由 A 表示 由 4 去 掉 顶 点 n 及 与 点 n 相连 的 边 后 得 到 的 图 , 则 A 由 若干 互 不 
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相连 的 邓肯 图 A1,…, 4v 组 成 . 用 让 表示 由 ao 中 相应 Ai; 顶点 的 分 量 构成 的 向 
量 . 用 ga,(z) 表示 Ai 的 二 次 型 , 则 由 命题 12.1.2, ga,(z) 正定 . 于 是 由 


q(ao) = gai(B1) 十 … 十 gar(B-) > 0. 


这 就 证 明了 引 理 12.2.1，| 

下 面 仍 假设 4 是 欧 几 里 得 图 . 设 ao = (a1,…,an) s Q" 是 g(z) 的 一 个 最 小 
正 整 零点 向 量 ( 见 定理 12.1.1), 这 时 ,对 i=1,…,n 有 ai##0. 令 W= {raolr € Q@} 
为 由 ao 张 成 的 子 空间 , 则 由 于 glv, = 0, 由 4 诱导 出 的 映射 gq : Q"/W 一 Q 是 一 
个 @"/Wo ~ Q"! 上 的 二 次 型 . 事实 上 , Q"/Vo 中 元 素 a 是 Q" 中 元 素 a 的 象 . 
如 果 a 的 第 n 个 分 量 为 如 由 an 关 0, 令 7 = 如 /an 则 可 记 a = rao + a, 其 
中 , @'=(z1…… zn-10) EQ". 则 Ga=a 记 Ga=(z1,…,zn_1)( 事 实 上 ,a 是 在 
Q"/Vo 中 a 的 象 关 于 由 Q" 的 标准 基 中 前 n 一 1 个 元 素 e1,… ,en_1 的 象 构成 的 基 
的 坐标 ), 则 带头 0 当 且 仅 当 & 了 0. 

这 时 , 假设 % 是 Q"-: 上 由 4 去 掉 点 n 所 得 到 的 图 定义 的 二 次 型 , 则 由 前 面 
讨论 知 它 是 正定 的 . 由 命题 12.2.3 和 命题 12.1.2, 可 以 得 到 


(a)=4(a) = a(rao + oa) 


=B(rao + arao + oa') 

=72B(ao,ao)+2rB(ao,a')+ B(a', a') 

=7r2g(ao) +2rB(ao, oa’) + g(a’) 

=q(o") 

=q(&) > 0. 
于 是 9 是 8"/Vo 上 的 正定 二 次 型 . 因而 它 仅 有 有 限 多 个 实 根 . 

这 时 , 5 导出 9 的 实 根 的 置换 5'. 由 于 gq 仅 有 有 限 多 个 实 根 , 5' 的 阶 有 限 . 对 
于 4 的 任意 实 根 a, 用 a 表示 它 在 Q"/Wo 的 象 , 则 有 整数 m, 使 ma = a. 如 果 
m 是 使 "Ga = a 的 最 小 正 整 数 , 则 有 
oa 一 Ga 十 Kaao， 


由 于 a 与 ae 线性 无 关 , ke 是 由 a 唯一 确定 的 , 称 之 为 a 的 亏 数 . 

容易 证 明 有 下 面 的 命题 : 

定理 12.2.3 ” 设 4 是 欧 几 里 得 图 , q(z) 是 4 定义 的 二 次 型 . 设 a 是 g(z) 的 
一 个 正 实 根 , 则 a 亏 数 为 负 当 上 且 仅 当 


ae{dpll < kgn,0<s}, 
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a 亏 数 为 正当 上 且 仅 当 


ae{d gl <k<n,0gs}. 
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目标 是 研究 遗传 代数 的 模 , 我 们 知道 这 等 价 于 研究 箭 图 的 表示 , 需要 一 个 将 不 
同 的 不 可 分 解 模 或 不 可 分 解 表示 区 别 开 来 的 不 变量 . 这 个 不 变量 , 对 于 箭 图 的 表 
示 , 就 是 所 谓 维 数 向 量 ; 从 模 的 角度 讲 , 就 是 所 谓 合成 因子 ; 而 从 整体 上 讲 , 是 所 谓 
Grothendieck 群 . 其 定义 的 基础 是 Jordan-Halder 定理 . 

本 节 假 定 4 是 一 个 域 上 的 有 限 维 代数 , 设 M 是 一 个 有 限 生成 4- 模 . 由 于 
这 时 M 是 有 限 个 4 的 直 和 的 同 态 象 , 因而 它 也 是 有 限 维 模 . 如 果 M 不 是 单 模 , 它 
有 一 个 极 大 子 模 Mi. 由 此 得 到 模 L = M/Mi 是 一 个 单 模 . 如 果 Mi 不 是 单 模 , 则 
它 有 极 大 子 模 Ma 且 Mi /M2 是 一 个 单 模 . 这 样 继续 下 去 , 由 于 M 维 数 有 限 , 经 过 
有 限 多 次 后 得 到 一 个 子 模 链 


0= M,C Ms-1C::CMICM= Mo, 


对 所 有 i = 1,…,s, Mi 是 Mi_1 的 极 大 子 模 , 因而 其 商 模 M;_1/Mi 都 是 单 模 . 
定义 12.3.1 ”4- 模 M 的 一 个 满足 条 件 : 对 所 有 i = 1,…,s, Mi 是 Mi_i 的 
极 大 子 模 的 子 模 链 ， 


0=MSM ic…SMEM=M， 


称 为 M 的 一 个 合成 列 , s 称 为 这 个 合成 列 的 长 度 , 这 些 单 商 模 Mi_i/M; 称 为 这 个 
合成 列 的 合成 因子 . 

有 下 面 的 唯一 性 定理 . 

定理 12.3.1 (Jordan-Hilder 定理 ) 如 果 0=MoCcMc:..CcCM_1CM= 
Ms 和 0=NoC Nc.…Cc NicM= Ni 是 M 的 两 个 合成 列 , 则 s=t 且 在 两 
个 合成 列 的 合成 因子 之 间 存 在 一 一 对 应 , 使 对 应 的 单 因子 同 构 . 

证 对 模 M 一 个 合成 列 的 长 度 s 作 数学 归纳 . 如 果 s = 1 则 M = Mi/Mo 
是 单 模 , 因而 上 = 1, 即 Jordan-Halder 定理 当 其 中 一 个 合成 列 长 度 s = 1 时 成 立 . 

现 设 s > 1 且 假定 当 模 M 有 长 度 为 s - 1 合成 列 时 , Jordan 一 Holder 定理 对 
AM 成立. 

如 果 Ms-1= Nu 这 时 0=MocMEc:…SM 和 0=NcNmE:…c 
Ns-1 是 Ms_1 = N_i 的 两 个 长 度 分 别 为 s 一 1 和 t 一 1 合成 列 . 由 归纳 假设 , 有 
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5 一 1=t 一 1 从 而 s= 上 且 这 两 个 合成 列 的 合成 因子 之 间 存 在 一 一 对 应 , 使 对 应 的 
单 因子 同 构 . 

如 果 Ms_1 关 N_i 由 于 M 与 Ms_i 之 间 没 有 其 他 子 模 , 因而 Ms :+ N_i = 
M, 于 是 由 定理 1.1.3, 有 


M/Ms-1 ~ (Ms-1 + Nei)/Ms-1 ~ Ne-1/(Ms-1N Ne-), 
M/Nei ~ (Msi + Nn)/Ne ~ Msi/(Ms-1 N Ne-1). 


考虑 M,_1 nn Ne-1 的 合成 列 
0=LoCI1C.. CL CM NN =L: CS M1 M= M,. 


将 它 与 前 面 两 个 合成 列 比较 并 分 别 对 Ms -: 和 Ni_1 应 用 归纳 假设 , 得 到 s = k+2 = 
t 且 它们 的 合成 列 的 合成 因子 之 间 存 在 一 一 对 应 , 使 对 应 的 单 因子 同 构 . 这 就 完成 
了 定理 的 证 明 . | 

由 于 模 M 的 合成 列 的 长 度 和 合成 因子 都 是 相同 的 , 它们 分 别称 为 模 M 的 长 
度 ( 记 为 I(M)) 和 合成 因子 . 

设 4 是 一 个 域 F 上 的 有 限 维 代数 , 设 M,N, 工 是 4- 模 , 如 果 kerg = Im f, 模 
的 同 态 序列 

aD 


称 为 在 N 处 正 合 . 如 果 模 的 同 态 序列 
0>MSbNSL- 0 
在 M, N,Z 处 都 是 正 合 的 , 则 称 它 是 一 个 短 正 合 列 . 这 时 f 是 一 个 单 同 态 而 9 是 一 
个 满 同 态 . f(M) 是 N 的 一 个 子 模 且 有 L ~ N/f(M). 
描述 合成 因子 的 一 个 恰当 的 工具 是 Grothendieck 群 . 


定义 12.3.2 ”用 (A) 表示 以 4 的 有 限 生成 模 同 构 类 为 基 的 自由 阿 贝尔 群 ， 
用 [M] 表示 4- 模 M 的 同 构 类 , 用 RR(A) 表示 (A) 中 由 集合 


{INI-UM- 四 0 一 M 一 一 研一 0 是 短 正 合 列 } 


生成 的 子 群 . 商 群 F(4)/R(4) 称 为 代数 4 的 Grothendieck 群 , 记 作 Ko(mod 4). 
由 于 有 限 维 代数 仅 有 有 限 多 个 单 模 , 设 {5(1),…, S(n)} 是 4 的 单 模 同 构 类 的 
选 定 的 代表 集 . 设 Ko(s.s.4) 为 以 4 的 单 模 同 构 类 为 基 的 自由 阿 贝尔 群 , 则 有 


Ko(s.s.4) ~ Z", 


即 它 是 一 个 秩 为 n 的 自由 阿 贝 尔 群 . 事实 上 , 有 下 面 的 定理 : 
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定理 12.3.2 Ko(mod A) ~ Ko(s.s.4) ~ Znm. 
证 对 4- 模 M, 由 其 合成 列 
0=M EM CE:..CM EM=Ms 
可 以 得 到 一 系列 短 正 合 列 
0 一 Mn = M2 = M2/Mi 一 0， 
0 一 Ma 一 Ms — M3/M2 一 0， 


0 一 Mi 一 Mr M/Ms_1 一 0. 
这 样 , 有 [M] - [MAMs-i] - [Mi，……[Ma] - [M2/Mi] - [Mi] se R(4), 因而 它 
们 在 Ko(mod 4) 的 象 为 零 . 用 同样 的 符号 [N] 表示 4- 模 同 构 类 [N] 及 其 在 商 群 
Ko(mod 4) 的 象 , 于 是 在 Ko(mod 4) 中 有 


[M] = [Ms/Ms-i] + [MAMs-a] 十 … 十 [Ma/Ma] + [MiVMo]. 
由 于 对 t= 1 ……,s,Mi/M 1 是 单 模 , 于 是 有 [Mi/M_i] = [SG)] 对 某 个 i 成 立 . 设 
在 M 的 合成 因子 中 , 与 5(i) 同 构 的 有 di 个 , 于 是 在 Ko(4) 中 有 


[IM = Sails 


由 Jordan-Halder 定理 , 这 个 表达 式 是 唯一 的 , 即 每 一 模 同 构 类 在 Ko(mod 4) 中 的 
象 可 以 唯一 写成 > di[SG)],d eZ 的 形式 . 用 5() 表示 di 个 5(i) 的 直 和 , 容易 
证 明 本 
M 一 [S(D)4@…@65(m)d] 
是 Ko(mod 4) 到 Ko(s.s.4) 的 群 同 构 ，| 
定义 12.3.3 ”对 4- 模 M, 如 果 [M] = 》 di[S(i)], 它 唯一 确定 一 个 每 个 分 量 


1 一 1 
非 负 的 整 向 量 (d1,… ,dn) e Q", 称 之 为 模 M 的 维 数 向 量 , 并 记 之 为 dim M. 
维 数 向 量 是 研究 有 限 维 代数 的 不 可 分 解 模 的 一 个 重要 的 不 变量 ， 下 面 引 理 的 
证 明 留 作 练习 . 
引 理 12.3.1 设 M 是 4- 模 并 设 dim M = (di,…,d), 如 果 P(i) 是 S(i) 的 
投射 覆盖 , 即 它 是 投射 模 且 P(i)/.J(P(i)) ~ 5S(i), 则 
di = dimrHoma(P(i), M). 


注意 到 ,作为 向 量 空间 ,， 有 Homa(hei, M) ~ eiM.， 视 为 箭 图 的 表示 ， 如 果 
M = (Mi Ma), 则 Mi = eiM, 于 是 dim M = (dimp Mi,… ,dimp Ma). 
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设 4 是 一 个 有 限 维基 代数 , 其 单位 元 1 = el + …:+ en 是 正 交 本 原 寡 等 元 的 
和 . 这 时 , 对 i = 1,…,n, P(i) = 4ei 是 其 不 可 分 解 投 射 模 且 


SU = P()/J(P(D),:…, S(n) = P(n)/JT(P(n)) 
构成 其 单 模 同 构 类 的 代表 集 . 容易 证 明 
Homa(4,4) ~ 4， 而 Homa(Aej, Aei) ~ ejAei. 


这 时 , 可 将 4 的 元 素 解释 为 投射 模 之 间 的 同 态 . e; 是 P(i) 的 恒 等 映 射 , 而 PGi) 的 
自 同 构 都 是 e; 的 纯 量 倍 . J(ejAei) = J(Homa(Aej, Aei)) 由 从 P(j) 到 P(i) 的 非 同 
构 同 态 组 成 , 于 是 J(ej4ei) = Homa(4eji,J(4ei)), 如 果 i 关 j, 有 


J(ejAei) = Homa(Aej, J(Aei)) = Homa(Ae;, Aei), 
而 对 上 > 1, Jt(ejhei) = Homa(hej,JT'(hei)) 的 元 素 具有 


DS 太太 


的 形式 , 其 中 , 每 一 f;, 皆 为 非 同 构 的 同 态 . 在 这 个 意义 下 , 路 代数 中 的 路 不 过 是 一 
些 由 箭头 代表 不 可 分 解 投射 模 之 间 的 “ 既 约 ”映射 的 合成 . 

设 @ 是 4 的 箭 图 , |Qo| =n, 有 下 面 的 命题 . 

命题 12.3.1 ”如 果 Homa(4eji,4ei) 关 0, 则 Q 中 有 一 条 从 i 到 j 的 路 . 

如 果 @ 中 没有 有 向 循环 , 则 对 所 有 i, 有 Homa(4ei, Aei) ~ F, 而 对 i 关 j， 有 
Homa(Ae;, Aei) = 0 或 Homa(Aei, 4ej) = 0. 

命题 12.3.2 设 i,je Qo 且 i 了 六 用 mii 表示 Q 中 从 i 到 ;的 第 向 的 个 数 ， 
则 

mij = dimpExth(S(i), $(j)) = dimr Homa(P(j), J(P(i))/72(P())). 


证 注意 到 P(i) = hei, 而 SG) ~ P(i)/7(P(i))， 由 定义 10.5.1, miy 
dimpeyJ(A)/J?(4)ei， 但 作为 向 量 空间 Homa(P(j), P(i)) = Homa(he;, 4ei) 
ejhei, 于 是 


RM 


ejJ(4)/J2(4)ei< Homa(4eji,J(4)/I2(4)ei) 
=Homa(4ej,J(4)ei/J2(4)ei) 
=Homa(4eji,J(P(G))/.J2(P(GD))). 
由 于 ,JP(Gi))/.72(P(G)) 半 单 ， 


Homa(P(7), ITCPG)/72CPG))=Homa(PO) 人 7TCPGO)),T(CPG)/72CP(GD)) 
=Homa(S(7), J(P(i))/7T*(PO))). 
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由 于 PGi) 投射 , Exta(P(i),S(7)) = 0, 对 短 正 合 列 


0— J(P(i)) 一 P(i) 一 SG) 一 0 
应 用 函 子 Homa(S(),S(7)), 得 到 长 正 合 列 


0 一 Homa($(i),5())) — Homa(P(i), SO) 
— Homa(J(P(i), SO)) — Bxta(SG), 5(7)) — 0. 
又 当 1i 7 时 ， 
Homa(P(i), $())) ~ Homa(SG),S()) = 0. 
可 以 得 到 
Exta(S(i), S(7)) ~ Homa(J(P(i)), 5(7)) 
Homa(J(P(i)/7*(P(2)), S(7)). 


于 是 如 果 J(P(2))/72(P(2)) > bp bikS(k), 有 
k=1 


Homa(S()), 外 birS(k)) =biyHoma(S(7), S(7)) 
=Homa ( 扑 bixS(A),S0)). 
k=l 
于 是 
bij =dimpExty(S(i), SO)) 

=dimrHoma(P(7), J(P(i))/7*(P(i))) 

=dimpe;(J(A)/J7?(A))e; 

=mij. | 

定义 12.3.4 设 Q 是 一 个 箭 图 , |Qo| =n. 对 久 =(z1,…,zn),Y = (yn:…， 

yn) EQ", Q" x Q" 到 Q 的 映射 


B(X,Y)= Bo(X,Y)= riy — Dmiriyi, 
i 下 了 


称 为 箭 图 @ 的 双 线性 型 . 

记 4(X) = qe(X) = Bo(X, 义 ) 为 由 Bo(X,Y) 确定 的 二 次 型 , 称 之 为 箭 图 Q@ 
的 二 次 型 . 有 时 也 将 它 简 记 为 go. 

它 不 是 对 称 双 线 性 型 . 它 的 对 称 化 B,( 义 ,Y) = 3(BCX,Y) 十 B(Y, 义 )) 是 将 
其 第 向 用 边 替 换 得 到 的 图 的 双 线性 型 , B,(X,Y) 恰好 是 将 @ 的 每 一 箭 向 用 一 条 边 
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替代 得 到 的 图 的 双 线性 型 . 但 二 者 有 相同 的 二 次 型 . 对 于 代数 闭 域 F 上 的 路 代数 ， 
有 下 面 的 重要 定理 . 


定理 12.3.3 ” 设 4 = FQ 是 一 个 代数 闭 域 民 上 的 有 限 维 路 代数 , 设 B 是 其 
第 图 @ 的 双 线 性 型 , 则 对 有 限 生成 4- 模 M,N, 有 


B(dim M, dim N) = dimrHoma(M, N) — dimp Exty (M, N). 
证 设 dimM=X=(z1…,zn),dimN=Y=(W,…,yn)EQ" 有 


B(X,Y)= zi 一 Dmiriy, 
i Dj 


其 中 , mi 是 Q 中 从 i 到 j 的 箭 向 的 个 数 . 我 们 知道 mij = dimeejiJ(4)/J2(4)ei. 

首先 假设 M = P() 是 一 个 不 可 分 解 投射 模 ，P(1)/J(P(1)) ~ 5S()， 由 于 
P(1) 投射 , Ext%(P(1),N) = 0, 而 由 引 理 12.3.1, zi = dimpHoma(P(i), M), yj = 
dimrHoma(P(7), N). 于 是 


B(X,Y)= Dem — > Mij TiYyj 
i 过 dimpHomA(P (2), P(D)): dimr Homa(P(i), N) 
= DdimpHoma(PO), PN)/ FPON)) dime Homa(P(0), PI) 
.dimpHoma(PO), N)) 
=》 dimnrHoma(P(i), N): (dimrHoma(P(i), P(I)) 


一 DdimrHoma(P(i), TP(D))/T (PD))) : dimr Homa(P(I), P(N))), 


这 样 问题 归结 为 证 明 


1=dimrHoma(P(!), P(I)) 
— 2 dimeHoma(P(D, (PO)/7°(PO)) dimrHoma(P(), PD). 


Es 
而 当 i 关 1 时 ， 
0=dimpHoma(P(i), P(1)) 


— 2 dimpHoma(P(i), (PO)/T*(PO))) :dimpHoma(PO), POD)). 
# 


由 于 4 是 有 限 维 路 代数 , Q4 中 没有 有 向 循环 , 由 命题 12.3.1, dimrHom4(P(), P(D)) = 
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1 且 对 j 关 1!, 有 Homa(P(D),P(O)) =0 或 Homa(P(j),P(D)) = 0, 于 是 
1=dimrHoma(P(D),P(D) 
一 > dimrHoma(P(),J(CPO))/72(PO))) .dimrHoma(PO), P(D)). 
了 
当 i 关 1 时 , 由 于 Homa(P(,P(D) ~ eihel, 对 所 有 让 ， 
Homa(P(D),J(PGO))/72(PO))) ~ ei7(A)/7°(A)e; 
且 有 
Homa(P(j), P(I)) ~ ejAe. 
等 式 
dimpHoma(P(i), P(1)= DdimrHoma(P(i), J(P(7))/7°(PO))) 
.dimpHoma(P(), P(N)) 
恰好 表明 箭 图 中 从 1 到 i 的 路 的 条 数 等 于 从 ! 发 出 的 到 每 一 点 j 的 每 一 个 条 路 接 
上 从 7 到 i 所 有 第 向 的 个 数 的 总 和 . 于 是 
0=dimpHoma(P(i), P(I)) 


— DdimrHoma(P(i), 7(P()/T?(P())) : dimr Homa(P(I), PO). 
了 


由 于 Exth(P(1),N) = 0, 这 就 证 明了 
B(dim P(!), dim N) = dimrHoma(P(U),N) — dimp Exth (P(L), N). 


由 于 Homa(P(1) @ P(k),N) = Homa(P(1),N) @ Homa(P(k),N), 可 以 得 到 对 
任意 投射 4- 模 P, 有 


B(dim Pdim N) = dimeHoma(P N) — dimp Exth(P, N). 
现在 对 任意 4- 模 M, 考虑 其 极 小 投射 预 解 式 
0 一 QQ 一 P 一 Mu 


于 是 
dimM = dimP — dimQ@. 


在 极 小 投射 预 解 式 上 应 用 函 子 Homa( , N), 得 


0 一 Homa(M, N) 一 Homa(P N) — Homa(Q,N) 一 Exty(M, N) — 0. 
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于 是 
dimrHoma(M, N) — dimrExta(M, N) 
=dimFHoma(P, N) - dimrHoma(Q@, N) 
=B(dim Pdim N) - B(dim ,dim N) 
=B(dimP — dim@, dim N) 
=B(dim M, dim N). 
这 就 证 明了 定理 .| 


由 定理 12.3.3 可 以 看 到 , 给 定 路 代数 4 = FQ 上 的 有 限 生成 模 M, NN， 
B(dim M, dim N) = dimF Homa(M, N) — dimp Exth (M,N) 


定义 一 个 Q" 上 的 双 线 性 型 , 其 二 次 型 ve(dim M) 称 为 代数 4 的 同调 二 次 型 . 对 
于 路 代数 , 它 与 篆 图 的 二 次 型 是 一 样 的 . 


12.4 箭 图 表示 与 Coxeter 函 子 


定义 12.4.1 ” 设 Q 是 一 个 箭 图 , 并 设 i 是 Q 的 一 个 顶点 . 如 果 Q 中 没有 以 
顶点 ;为 终点 的 箭 向 , 称 i 为 @ 的 源 . 如 果 @ 中 没有 以 顶点 ;为 起 点 的 箭 向 , 称 i 
为 Q 的 汇 . 

定义 12.4.2 ”用 5iQ 表示 通过 将 Q 中 起 点 或 终点 为 ;的 箭 向 反 向 , 而 其 他 箭 
向 保持 不 变 得 到 的 箭 图 . 

Q@ 与 5Q 有 相同 的 项 点 集合 . 

定义 12.4.3 ”如 果 通 过 对 Q 的 顶点 适当 编号 , 可 以 使 得 1 是 Q 的 一 个 汇 , 并 
且 对 2<kk<n,k 是 5-1…61Q 的 一 个 汇 , 则 称 @ 有 一 个 克 许 定向 而 称 1,2,…,n 


显然 , 如 果 Q 中 没有 有 向 循环 , 则 Q 有 一 个 允许 定向 . 

设 @ 是 一 个 箭 图 , 用 repQ 表示 @ 在 F 上 有 限 维 表示 的 范畴 . Q 的 一 个 表示 
记 为 

M = (Wi Ma)ieQo,aeQ: = (Mi, Ma), 

其 中 , Mi 是 向 量 空间 , 而 Ma : Ms(a) 一 Mi(a) 是 线性 映射 . 

如 果 i 为 @ 的 汇 , 定义 函 子 

Si :rep Q — rep 6:Q 

如 下 : 对 Q 的 表示 M = (Mj;, Ma)jeQo,aeQi, 定义 


Si M = N = (Nj, Nu)ieeuawee 
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其 中 , 对 于 j 关 i, Ni = Mj;, 这 时 , 对 任意 顶点 有 ,Q@ 的 箭 向 a :大 一 j 也 是 5iQ 的 
箭 向 , 取 Na = Ma. 如果 {a1,…,ar} 为 Q 中 以 i 为 终点 的 箭 向 的 集合 , 并 且 设 j 
是 a 的 起 点 . {a4，,…,a4} 为 56Q 中 以 i 为 起 点 而 分 别 以 坟 ,… ,六 为 终点 的 箭 向 


2 
的 集合 . 用 列 向 量 | :| 表示 直 和 @ Mj, 中 的 元 素 , 考虑 线性 映射 


Vy 


$= HM = (Mos Mas): @ Mi — Mi, 


vh 他 
— DMo(v). 
Uj, ee 


令 Ni = kery, 而 设 少 为 N; 到 @M 的 嵌入 . 用 丈 记 由 以 j, 到 M;, 的 自然 投 
射 , 令 共 = my 则 对 任意 we Ni 有 


Wi(w) 吴 
p(w) = 4 ， 记 y=wMd)=| : |， 
Wr(w) 几 


Na = Te = Wt, 
其 中 , a 是 a 的 反 箭 向 . 这 一 过 程 可 以 用 下 面 的 交换 图 描述 : 


» 个 人 由 
0 一 Ni = BN=BM,. » Mi 
t1 t=1 


定义 


这 样 StM = N = (Nj, Na)jeQoaesQ, 是 5Q 在 FF 上 的 一 个 表示 . 如 果 
f= (fi)ie@o : M— M' = (My, Ms) 
是 @ 的 两 个 表示 间 的 一 个 态 射 , 而 
SiM= N= (Ni No), StM’'=N’= (NN), 
定义 
Sif=9= (0)ieoo:N 一 N， 
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其 中 , 对 了 天 二 9; = 态 . 而 在 顶点 i 处 g; 由 下 面 的 交换 图 定义 : 


PMA) x 工 由 (MD 
一 


0 一 Ni BWM=BM, — M 
t=1 
lg lh 1 
WM') 并 5 $M'D) 
0 一 NM BY=@Y, — M 


搞 0 9 呈 
其 中 ,h=| : : “| 是 积 映射 , 即 对 | : < 四 Mi 
Re 


0 … 方 由 


间 phy 
h : = ; 要 
vj. fi (v5,) 
如 果 i 为 8 的 源 . 类 似 地 定义 函 子 
ST :repQ@ — rep6:@ 
如 下 : 设 M = (Mj;, Ma), 定义 


StM = N = (Nj, Na')jeQoa'es.Q1; 


其 中 , 如 果 j 关 i, Ni = Mj, 这 时 @ 的 箭 向 a :7 一 大 也 是 5Q 的 箭 向 , 取 Ns = M。. 
如 果 {a1,…,ar} 为 @ 中 以 ;为 起 点 的 箭 向 的 集合 , 而 设 产 是 a 终点 , {a4，…, a/} 
为 5:Q@ 中 分 别 以 广 ,…, 记 为 起 点 而 以 i 为 终点 的 箭 向 的 集合 . 考虑 线性 映射 


Ma, 
¢=¢(i,M)= : :M4 Bs 
Meo, 
令 Ni = Cokerl, 而 设 & 为 四 Mi, 到 N; 的 投射 , 记 
t=]1 
€=é( M) = (eb): OM = Ni 
用 4 记 Mi, 到 Om 的 自然 嵌入 , 定义 


at = éu = &, 
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其 中 , o% 是 oa 的 反 箭 向 . 这 一 过 程 由 下 面 的 交换 图 描述 : 


这 样 SFM = (Nj, Na)jeQoaesiQ 是 5iQ 在 上 的 一 个 表示 . 设 f = (fj)jeQ@。 : 
M 一 M' 是 Q@ 的 两 个 表示 间 的 一 个 态 射 , 如 果 
STM=N=(N,Na), SFM’'=N’= (N,N,), 
定义 
Sirf=g=(gi)ie@o :N=oN', 
其 中 , 对 j 关 i, gj; = 方 . 而 g; 由 下 面 的 交换 图 定义 : 


其 中 ,h= | : :| 是 积 映射 . 


0 1 

St 和 57 都 是 加 函 子 ,St 左 正 合 而 57 右 正 合 . 这 个 结果 的 证 明 留 作 习 题 . 

设 i 是 @ 的 一 个 顶点 ,用 T(i) = (T(i);,T(i)a)jeQo,aeQ, 表示 Q 的 一 个 满足 
条 件 对 j 关 iT(i); = 0 而 T(i); = F, 而 对 所 有 第 向 a 有 T(i)。= 0 的 表示 . 这 是 
对 应 于 顶点 i 的 单 表示 . 且 当 i 为 源 时 , 它 是 入 射 表 示 , 而 当 i 为 汇 时 , 它 是 投射 表 
示 . 对 于 表示 M, 用 M™ 表示 m 个 M 的 直 和 , 用 End(M) 表示 M 的 自 同 态 代 
数 . 有 下 面 的 定理 : 

定理 12.4.1 设 M 是 箭 图 Q 在 下 上 的 一 个 表示 . 

(i) 如 果 i 是 Q 的 一 个 汇 , 则 存在 典范 可 裂 单 同 态 


ui:SrStM—=M 有 M2~SrStMEOT(OO™. 
SH#T(i) = 0, 如 果 M 关 T(i) 且 不 可 分 解 , 则 x 是 同 构 并 有 


End(S+ M)~End(M) 且 dimS}M = 56dimM. 
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(人 如 果 i 是 8 的 一 个 源 , 则 存在 典范 可 裂 满 同 态 
2Z:M 一 StSM 有 M~St+5ST MOTO)™. 
57T(i) = 0, 如 果 M 关 T(i) 且 不 可 分 解 , 则 v 是 同 构 并 有 
End(S7 M) ~ End(M) 且 dim SrM = 5idim NM 


证 “由 于 (i), (i) 是 对 偶 的 , 只 证 明 (i). 
分 别 记 $6 = (M2) = WM,i), C= C(i,S+M) 和 €=é€(i,S+M), 则 =C. 
由 S+ 和 S7 的 定义 , 有 


0 = (SHM): BOM, ® (SrStM): —» 0 
t=1 
41 2 
fi 


由 于 上 面 一 行 正 合 而 Gy = 0, 于 是 存在 线性 映射 jw : (57 Si M); 一 Mi, 而 由 
于 ker9 = Imy%, 从 而 ker = 0，, 故 jw 是 单 射 如 果 4 为 满 射 , 则 心 也 是 满 射 ， 
因而 是 一 个 同 构 ， 和 否则 , 考虑 表示 工 = (Li, Za), 其 中 , 当 j 关 i 时 Lj = Mj, 而 
Li = Im 四 La = ba. 容易 看 出 二 ~ S75S+M. 由 于 Mi = Li@V 且 i 是 汇 点 ,于 是 
YITUm 是 mm 个 TOG) 的 直 和 , 它 本 身 实际 上 是 M 的 一 个 表示 直 和 项 . 于 
是 M ~ SSt+M 田 T(i)m. 

如 果 M 不 可 分 解 , 显然 Si M = 0 当 且 仅 当 M ~ TU). 如 果 MXTO), 则 映 
射 少 是 一 个 满 射 , 因而 M ~ 5S7 5t+M. 由 于 SF7 和 S++ 都 是 加 函 子 , 有 同 态 


End(M) 一 End(S+M) — End(S7 S+ M) — End(S+ S7 S+ M). 


由 于 自然 地 有 M ~ 57 Si M 和 Si M ~ Si S57 S+M, 于 是 上 式 中 前 两 个 同 态 和 后 
两 个 同 态 的 合成 都 是 同 构 , 于 是 有 End(M) ~ End(S+M). 我 们 知道 ，M 不 可 分 
解 当 且 仅 当 End(M) 是 局 部 环 , 而 End(S+ M) ~ End(M) 也 是 局 部 的 , 这 等 价 于 
5t+M 也 是 不 可 分 解 的 . 

由 于 dim M = (dimpMi,…, dimpM), 而 对 j 关 i, 有 (St+M)j = Mj, 因而 
dimp(SiM); = dimp Mj. 又 由 向 量 空间 的 短 正 合 列 


四 


0 一 (StMD)i 一 


Mi= 四 on 一 Mi 一 0 
t jeQo 


1 


dimrp (Si M); = > aiidimeM — dimp Mi, 
jeQo 
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中 , aji 表示 Q@ 中 从 j 到 i 箭 向 的 个 数 . 于 是 


2B(dim M, ei) 


;ct di 3 
dim SAM = dim AM Bler. es) 


ei = 6idim M. 
这 就 证 明了 定理 .| 
命题 12.4.1 设 M,N 是 Q 在 F 上 的 不 可 分 解 表示 . 
Qi) 设 i 是 @ 的 一 个 汇 , 如 果 SiN 关 0, 则 5+ 导出 一 个 同 构 
ExtI(M, N) ~ Ext!(S+ M, SH N); 
(i 设计 是 @ 的 一 个 源 , 如 果 57M 去 0, 则 5- 导出 一 个 同 构 
Ext!(M, N) ~ Ext!(S7 M, S7 N). 
证 ”由 于 i 是 汇 , 如 果 S++M =0, 则 M 是 投射 模 ， 
Ext'(M,N)=0 且 Extl(St+AM,S+N) = Extl(0,S+N) = 0， 


于 是 Ext!(M, N) ~ Extl(S+M,S+N). 


设 5+M 关 0. Ext'(M,N) 是 短 正 合 列 的 等 价 类 的 集合 . 注意 到 S+, 5 是 加 
函 子 , 显然 它们 保持 短 正 合 列 的 等 价 类 . 只 需 证 明 Si ,SF 导出 短 正 合 列 的 等 价 类 
的 一 一 映射 即 可 . 设 


ONSLLSM—0 


是 @ 的 表示 的 短 正 合 列 , 有 了 = (j)jeQo,9 = (9;);eQo, 且 当 j 关 i 时 , 有 向 量 空间 
和 线性 映射 的 交换 图 


0 一 Ni 乌 By 如 M; i 
1 Il 1 

0 一 (ti 六 (StL); 多 (st 一 0 
Il Il Il 

0 一 (STSHN); SB (SrSHD); SS (STStM); 一 0 
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在 顶点 i 处 , 而 由 表示 同 态 的 定义 , 有 向 量 空间 和 线性 映射 的 交换 图 


0 0 0 
1 1 
oe (SM), -0 
WN,i) =1 6(i, STiN) yw(L,i) =1 6(i, STiL) UMD 1 Ci, STiM) 
0 一 @ uiNi 下 月 可 四 aiiM; 一 0 
JEQo JEQo JEQo 
P(N,i) =1 (i, STiN) $(L,1) = €(i, STiL) $M,i) =1 €(i, STiM) 
0 一 N=(SFTSIN): 坊 Li=(SrStL): $M=(SrS+M): =0 
1 1 1 
0 0 0 
其 中 , ,5 是 积 映射 


由 5+ 的 定义 可 以 得 到 列 的 正 合 性 , 而 由 0 一 NN 医 工 包 M 一 0 的 正 合 性 得 
到 下 面 两 行 的 正 合 性 . 由 5+ 的 左 正 合 性 , 仅 需 证 明 (5#+9); 是 满 射 , 而 这 可 以 通过 
比较 向 量 空间 的 维 数 直 接 得 到 , 从 而 第 一 行 也 正 合 . 这 说 明 5+ 导出 Ext!(M, N) 到 
Ext (Si M, SHN) 的 映射 . 反 过 来 , 由 于 Sr- Si M ~ M, 同样 比较 维 数 , 由 上 面 交 换 
图 各 列 和 前 两 行 的 正 合 性 可 以 推出 0 一 S+N 二 St 多 5+M 一 0 的 正 合 性 . 这 
说 明 St 导出 Ext'(M,NN) 到 Ext'(Sit+ M, st+N) 的 映射 是 同 构 , 而 其 逆 由 S7 导出 . 
这 就 证 明了 (i). 

(ii) 可 类 似 地 证 明 . | 

设 1,2,…,n 是 @ 的 一 个 允许 列 , 定义 


C+ =5+.…5+ 而 C- = 587.….57, 


则 它们 是 rep Q 到 自己 的 函 子 , 称 为 Coxeter 函 子 . 容易 看 出 , 当 i 与 j 间 没 有 第 
向 时 st = 5 St 及 SF57 = 57 Si 成 立 . 因而 C+ 和 C- 与 @ 的 定向 有 关 ， 
而 与 允许 列 的 选择 无 关 . 对 所 有 的 上 和 所 有 的 i, 用 同样 的 T(i) 表示 5.….6Q 对 
应 于 点 i 的 单 表 示 和 5,.… 51 对 应 于 点 i 的 单 表示 . 对 1 < t < n, 定义 


P(t)= ST :SieAT(t) 而 Tb = S++. St T(t). 


作为 @ 的 表示 , P(1) = T(1) 而 I(n) = T(n). 

命题 12.4.2 设 C+ 是 repQ 上 的 Coxeter 函 子 , 并 设 M 是 rep @ 的 不 可 分 
解 表示 . 则 下 面 4 个 断言 等 价 : 

(i) M 投射 ; 

(存在 ie Qo 使 M ~ PQi); 
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(ii) dimM 是 箭 图 的 二 次 型 g(x) 的 实 根 , 且 C+M = 0; 
(iv) dim 是 箭 图 的 二 次 型 g(z) 的 实 根 , 且 5dim M #0. 
证 ( < (i. 如 果 表 示 M = (Mi,Majieoouiase 是 Q 的 顶点 i 所 对 应 的 
单 表 示 的 投射 覆盖 , 则 Mi 是 以 从 i 到 j 的 路 为 基 的 向 量 空间 , 而 Me 是 通过 连接 
a 将 以 a 的 起 点 为 终点 的 路 映 到 以 a 为 最 后 一 个 箭 向 的 路 得 到 的 线性 映射 . 由 于 
1,2,…,n 是 @ 的 一 个 允许 列 , 以 i 为 起 点 的 路 只 会 中 止 于 1,2,…,i 一 1. 可 用 数 
学 归纳 法 对 + = i 一 1,…,2,1 证 明 , 6,…6nQ@ 的 表示 N = 5 … Si 1T(i) 满足 下 
面条 件 : 对 j =7,…,i, Nj 是 以 从 i 到 j 的 路 为 基 的 向 量 空间 , 而 对 其 余 j, N; = 0， 
并 且 na 都 是 由 在 基 上 连接 箭 向 a 自然 定义 的 线性 映射 . 
于 是 M ~ P(i) 当 且 仅 当 M 投射 . 
全 全 (ii). 如 果 M = P(2), 则 dimM = 而 …6;_1ei 是 g(z) 的 实 根 , 且 
C+M=Cr+P(i)=C+ST.…SFITG) 
St...StST :SET(i) ~ St+ .SHT(i) 
=0. 


(ii) 全 (iv)， 由 于 C+M = 5+…SfFM, C+M = 0. 于 是 存在 1< i<n 使 
St1.…StM #0, 而 St(S+1:…S+M) = 0. 由 定理 12.4.1, St:…S+M ~ T(i), 
且 

5dim M=6n:…- 01dim M 
=6n:…6idim St 1...S+M 
一 0 6iei 
¥0. 

(iv) 地 闻 . 由 于 dim M > 0, 而 jdimAM =6…idimM 关 0. 设 ie Qo 使 
对 t<i, 有 5…61dimM >0, 而 6.611…61dim M 0. 于 是 由 命题 12.2.4 


G1 "0dim M = dim6i_1:…0M = €@i, 


因而 61:…6M 之 T(i) 而 M 之 P(i). | 
命题 12.4.3 设 0- 是 repQ 上 的 Coxeter 函 子 , 并 设 M 是 rep Q 的 不 可 分 
解 表示 , 则 下 面 4 个 断言 等 价 . 
(D M 入 射 ; 
(人 存在 ie Qo 使 M ~ TG); 
(ii) dim 是 箭 图 的 二 次 型 gq(z) 的 实 根 , 且 C-M = 0; 
(iv) dimM 是 箭 图 的 二 次 型 g(z) 的 实 根 , 且 6-:dim M #0. 
由 命题 12.4.2 和 命题 12.4.3 可 以 立即 得 到 
定理 12.4.2” 设 M se repQ 是 不 可 分 解 表示 , 则 有 


12.5 有限 表示 型 与 Dynkin 箭 图 -287 . 


(i) C+M = 0 当 且 仅 当 存在 ie Qo 使 M ~ P(i), 否则 M ~ C-C+M, 这 时 
End(M)= End(C+M) 且 dim(C+M)= 5(dim MD); 
(i C-M = 0 当 且 仅 当 存 在 ie Qo 使 M ~ TU), 否则 M ~ C+C-M, 这 时 


End(M)= End(C-M) 且 dim(C-M) = .51(dim M). 


12.5 “有 限 表示 型 与 Dynkin 箭 图 


现在 证 明 箭 图 的 表示 范畴 是 有 限 型 的 充分 必要 条 件 是 该 箭 图 是 Dynkin 箭 图 . 
首先 建立 不 可 分 解 表示 的 维 数 向 量 与 箭 图 二 次 型 实 根 的 联系 . 
定理 12.5.1 ” 设 Q 是 一 个 没有 有 向 循环 的 箭 图 . 映射 


dim :repQ@ 一 Q" 
导出 repQ 中 形 如 C-*P(i) 和 C*I(i), 有 > 0 的 不 可 分 解 表示 同 构 类 到 Q 的 二 次 
型 .gg 的 正 实 根 集 的 一 个 单 射 . 
证 设 M 是 repQ 的 一 个 型 如 C-*P(i) 或 C*I(i) 不 可 分 解 表 示 . 不 妨 设 
M 之 C-*P(i), 于 是 由 定理 12.3.3， 
qe(dim M)=dimnrHom(M, M) — dimrp Ext(M, M) 
=dimrEnd(M) — dimp Ext(M, M) 
=dimpEnd(C-*P(i)) — dimpExt(C—*P(i), C-*P(i)) 
=dimpEnd(C-*+1P(i)) — dimpExt(C-*+1P(i), C-*+1P(i)) 


=dimrEnd(P(i)) — dimrExt(P(i), P(i)) 
=dimrEnd(P(i)) = 1. 
于 是 dim M 是 二 次 型 go 的 一 个 正 实 根 . 
如 果 还 有 rep Q 的 不 可 分 解 表示 N 使 得 dim N = dim M, 则 
dimC*N = jsdim N = 6*dim M = dim P(i). 
而 P(i) 是 不 可 分 解 投射 表示 而 C*N 不 可 分 解 , 于 是 
1=go(dim P(i)) 
= Bo(dim P(i), dim P(i)) 
= Bo(dim P(i), dim C*N) 
= Bo(dim CO*N, dim P(i)), 


.288 . 第 12 章 有限 表示 型 代数 


即 
1=dimrHom(P(i), P(i)) 
=dimrHom(P(i), C*N) 
=dimpHom(O*N, P(i)) — dimp Ext(C*N, P(i)). 
于 是 Hom(C*N, P(i)) 了 0 关 Hom(P(i),C*N)， 由 命题 10.6.2 得 C*N 投射 且 
CKN ~ P(i), 于 是 NC-*P(i)~M. 
这 样 得 到 dim 导出 repQ 中 形 如 C-*P(i) 和 C*7(i) 不 可 分 解 表示 同 构 类 到 
Q 的 二 次 型 go 的 正 实 根 的 一 个 单 射 。 | 
事实 上 , 已 经 证 明了 一 个 更 强 的 结果 . 
推论 12.5.1 设 M 是 repQ 的 一 个 不 可 分 解 表示 . 
如 果 dim M = dim C~*P(i), 则 M ~ C-*P(i); 
如 果 dim M = dim C*1(2), 则 M ~ C*I(2). 
定理 12.5.2 (1) 设 8 是 Dynkin 箭 图 , 则 映射 


dim : repQ — Q" 


导出 rep Q 中 不 可 分 解 表示 同 构 类 与 Q 的 二 次 型 go 的 正 实 根 间 的 一 一 对 应 ， 
(2) 设 @ 是 欧 几 里 得 箭 图 , 则 映射 


dim :repQ 一 Qn" 


导出 repQ@ 中 形 如 CP(G) 和 CAT(i) 不 可 分 解 表示 同 构 类 与 Q 的 二 次 型 go 的 
亏 数 非 零 的 正 实 根 间 的 单 射 . 
证 (1) 如 果 @ 是 Dynkin 箭 图 , 由 定理 12.2.2, go 的 全 体 正 实 根 集合 为 


{6 tpilie Qo,0 < k < ai} 或 {tqili E Qo,0 < k < bi}. 


且 对 对 应 于 点 i 的 不 可 分 解 投射 表示 P(i), 有 dim P(i) = pi, 而 对 对 应 于 点 i 不 可 
分 解 入 射 表示 T(i), 有 dim 7(i) = gi. 于 是 如 果 M 是 一 个 不 可 分 解 表示 , 而 dim M 
不 是 go 的 正 实 根 , 则 M 既 非 投射 又 非 入 射 . 现在 证 明 对 所 有 ie Qo 有 


Hom(P(i), M) = 0. 


事实 上 , 由 于 8#, SF 都 是 加 函 子 , 类 似 定理 12.4.1 的 证 明 可 证 : 如 果 i 是 Q 的 一 
个 汇 , 当 M,N 都 不 可 分 解 并 且 Si M #0# SHN 时 , M ~ SY Si M,N ~ Sy SHN, 
且 


Hom(M, N) 一 Hom(5+M, St+N) —» Hom(S7 Si+ M, SS+ N) 


习 题 .289 . 


导出 同 构 Hom(M, N) ~ Hom(S; S+M,S; St+N), 因而 
Hom(M, N) ~ Hom(S+M, S+N). 

同样 , 如 果 i 是 源 , 当 M,N 都 不 可 分 解 并 且 SF M 关 0 承 SFN 时 ， 
Hom(M, N) ~ Hom(S7 M, SF N). 


于 是 有 
Hom(M, N) ~ Hom(C+M,C+N) ~ Hom(C- M,C-N). 


由 定理 12.4.2, 这 时 对 i € Qo 存在 廊 e Q 使 mpi > 0 而 6m™t!ipi 关 0, 从 而 
bmipi = qj,. 于 是 由 定理 12.5.1, 6™P(i) = 7(ji). 于 是 有 


Hom(P(i), M)=Hom(C-!P(i), C-M) 
=Hom(C-™P(i),C-™M) 
=Hom(1()),C—™M). 


由 于 rep Q 等 价 于 路 代数 的 模范 畴 , 由 命题 10.6.3, 由 于 C-™M 不 是 入 射 表示 , 对 
不 可 分 解 入 射 表示 TI(7)，Hom(I(7),C-m AM) = 0， 从 而 对 所 有 顶点 i & Qo, 都 有 
Hom(P(i), M) = 0. 因而 M = 0, 这 是 一 个 矛盾 . 

这 就 证 明了 对 每 一 不 可 分 解 表示 M, dim M 是 go 的 正 实 根 . 

(2) 由 定理 12.5.1 和 定理 12.2.3 直接 得 到 . | 

定理 12.5.3 ”rep Q 仅 有 有 限 多 个 不 可 分 解 表示 的 充分 必要 条 件 是 Q 是 Dynkin 
箭 图 . 
证 ”充分 性 由 定理 12.5.2 得 到 . 
设 Q 不 是 Dynkin 箭 图 , 由 命题 12.1.1, Q 中 含有 一 个 欧 几 里 得 第 图 8'. 则 表 
示范 畴 rep Q 中 满足 对 ie Qo \ 84, 有 Mi = 0, 而 对 a e Qi1\ 81, 有 Ma =0 的 表 
示 M = (Mi, Ma) 全 体 构成 与 rep Q' 等 价 的 子 范畴 . 而 由 定理 12.5.1, repQ' 有 无 
穷 多 个 互 不 同 构 的 不 可 分 解 表示 . 这 就 证 明了 定理 的 必要 性 .| 


习 题 


12.1 设 4 是 一 个 图 . 如 果 它 不 是 邓肯 图 , 证 明 它 一 定 包含 一 个 欧 几 里 得 图 . 

12.2 证 明定 理 12.1.1: 设 A 是 一 个 欧 几 里 得 图 , 其 二 次 型 的 g(z) = ga(z) 是 半 正 定 的 ， 
其 零点 全 体 构成 一 个 一 维 向 量 空间 . 

12.3 证 明 命题 12.2.2. 
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12.4” 设 由 图 4 定义 的 二 次 型 q(x) 半 正定 , 而 z 是 一 个 正 实 根 , 证 明 以 其 支撑 {filz; 0} 
为 顶点 构成 的 4 的 子 图 是 连通 图 . 

12.5 证 明 命题 12.2.5. 

12.6 ”证 明定 理 12.2.3. 

12.7 在 定理 12.3.2 中 , 证 明 


Mo [S(D)"@®...@S(n)™”] 


是 Ko(mod4) 到 Ko(s.s.4) 的 群 同 构 . 

12.8 设 M 是 4- 模 并 设 dim M = (di,…,dn). P(i) 投射 模 且 P(i)/J(P(i)) = S(i), 证 
明 di = dimpHoma(P(i), M). 

12.9 设 P(i), P(j) 分 别 是 单 模 S(i),S(j) 的 投射 覆盖 , 则 


dimr Exth(S(i), 50))= dimrHoma(P(7), J(P(i)/ 72(P(i))) 
= dimeejJ(4)/J2(4)ei- 


12.10 St+ 和 S57 都 是 加 法 函 子 , S+ 左 正 合 而 S7 右 正 合 . 

12.11 用 数学 归纳 法 对 二 i 一 1,…,2,1, 证 明 5..…6n@ 的 表示 SF … 5 二 7T(i) = N= 
(Ni Na) 是 满足 下 面条 件 : 对 j = 7,… ,i, Ni 是 以 从 i 到 j 的 路 为 基 的 向 量 空间 , 而 对 其 余 j, 
Ni = 0, 并 且 Na 都 是 由 在 基 上 连接 箭 向 a 自然 定义 的 线性 映射 . 
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附录 ”同调 代数 简介 


这 里 收集 本 书 中 需要 的 同调 代数 方面 知识 , 它们 基本 上 都 是 代数 方向 研究 生 的 
标准 知识 , 大 家 或 者 已 经 知道 , 或 者 将 要 学 到 . 将 它们 列举 在 这 儿 , 使 得 学 习 本 书 的 
读者 方便 查找 . 没有 给 出 结论 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 自己 可 以 试 着 证 明 它们 , 或 在 
参考 书 中 找到 这 些 证 明 . 关于 模范 畴 方面 的 基础 请 参见 文献 (Anderson et al, 1974)， 
关于 同调 代数 方面 的 基础 请 参见 文献 (Scott, 2003) 或 ( 周 伯 击 , 1988). 要 指出 的 是 
同调 代数 是 一 门 精深 学 问 , 与 数学 的 很 多 领域 都 具有 深刻 联系 . 


A.1 阿 贝尔 范畴 


范畴 是 一 个 运用 很 广 的 概念 , 是 一 种 很 基本 的 数学 语言 , 在 很 多 数学 分 支 都 非 
常 有 用 . 

定义 A.1.1 “一 个 范畴 指 的 是 一 个 由 对 象 类 和 态 射 类 所 构成 的 二 元 组 C = 
(ObjC, MorC), 其 中 ， 

(1) Objc 是 C 中 的 对 象 所 组 成 的 类 ; 

(2) MorC 是 C 中 的 态 射 所 组 成 的 类 . YX,Y e ObjC, 均 有 一 个 从 和 到 Y 的 态 射 
所 成 的 类 (通常 是 集合 ), 记 之 为 Homc(X,Y), 在 不 引起 混淆 时 , 简 记 为 Hom(X,Y); 

(3) VX, YZ € Objc, 态 射 之 间 有 合成 


Home(X,Y) x Homc(Y, 2) 一 Homc(X,2)， 


(fg 一 go 六 

通常 记 goy 为 gf. 

态 射 的 合成 满足 

(i) 结合 律 : ho (gof) = (hog)of,vf es Home(X,Y),g € Home(Y, 2),h e 
Home(2, LD); 

(人 YX € ObjC, 均 有 1x se Homc(X,X), 使 得 lx og = g,folx = fvo e 
Homc(Y, X), f € Home (X,Y). 

容易 验证 , 对 每 个 X es ObjC,1x 是 唯一 的 . 通常 记 Homc(X,Y) 中 元 素 f 为 
fi. 

定义 A.1.2 ” 设 C 是 范畴 , :XX 一 Y 是 C 中 态 射 . 
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(1) 称 f 是 单 射 (monomorphism), 如 果 当 g1,g2 : 三 一 和 使 得 fg1 = fg2 时 
必 有 gi = 92; 

(2) 称 f 是 满 射 (epimorphism), 如 果 当 g1, go :Y 一 W 使 得 g1f = gj 时 必 有 
1 = 92; 

(3) 称 f 是 可 裂 单 射 (split-monomorphism), 如 果 存在 (3)g : Y 一 X 使 得 
gf = 1x; 

(4) 称 /是 可 裂 满 射 (split-epimorphism), 如 果 3g :Y 一 久 使 得 fg = 1y; 

(5) 称 f 是 同 构 (isomorphism), 如 果 f 既是 可 裂 单 射 , 又 是 可 裂 满 射 . 此 时 称 
X 与 了 同 构 , 记 为 X 衬 Y. 

需要 注意 : 范畴 意义 下 的 单 射 、 满 射 与 集合 意义 下 的 单 射 、 满 射 不 一 样 . 

称 4 是 范畴 C 的 一 个 子 范畴 ， 如 果 满 足 ® ObjA Cc ObjC; @ Homa(X, 
Y) ESHomc(X,Y),YX,Y € ObjA, 且 4 关于 范畴 C 的 态 射 的 合成 构成 一 个 范畴 . 

如 果 还 满足 Homa(X,Y) =Homc (X,Y),VX,Y e ObjA, 则 称 4 是 C 的 满 子 
范畴 . 称 一 个 满 子 范畴 A 是 C 的 稠 子 范畴 , 如 果 YX es ObjC,3Xo e ObjA 使 得 
Xe Xo. 

例 A.1.1 

(1) 范畴 Set: ObjSet 为 所 有 集合 所 成 的 类 ; 任 给 两 个 集合 4, B, 从 集合 4 到 
集合 B 的 态 射 的 类 取 为 从 4 到 B 的 映射 的 集合 , 态 射 的 合成 是 通常 的 映射 合成 ; 

(2) 范畴 Top: ObjTop 为 所 有 拓扑 空间 所 成 的 类 ; 任意 两 个 拓扑 空间 之 间 的 态 
射 的 类 为 这 两 个 拓扑 空间 的 连续 映射 的 集合 , 态 射 的 合成 是 通常 的 映射 合成 . 它 是 
范畴 Set 的 子 范畴 ; 

(3) 范畴 Group: Obj: 群 , Mor: 群 同 态 , 态 射 的 合成 是 通常 的 群 同 态 合成 ; 

(4) 范畴 Ab: Obj: 阿 贝尔 群 , Mor: 群 同 态 , 态 射 的 合成 是 通常 的 群 同 态 合成 . 
它 是 范畴 Group 的 满 子 范 畸 ; 

(5) 范畴 Ring: Obj: 环 , Mor: 环 同 态 , 态 射 的 合成 是 通常 的 环 同 态 合成 ; 

(6) 设 RR 是 一 结合 环 . 模范 畴 R-Mod: Obj: 左 R 模 , Mor: 左 R 模 同 态 , 态 射 
的 合成 是 通常 的 模 同 态 合成 . 通常 称 之 为 环 R 的 左 模范 畴 . 同样 有 环 R 的 右 模范 
畴 Mod-R. 

例 A.1.2 ”任意 环 均 可 如 下 地 看 成 一 个 范畴 : 设 R 是 环 , 定义 范畴 CR 如 下 : 
其 对 象 集 只 含 一 个 元 素 *, Hom(*, *) = 也 态 射 的 合成 由 环 R 的 乘法 给 出 . 易 验 证 
CR 是 一 个 范畴 . 

例 A.1.3 ”给 定 一 个 范畴 , 可 以 构造 其 反 范 畴 . 设 C 是 一 范畴 , 定义 新 范畴 
CP : ObjC™” = ObjCc,MorCo : Homco(X,7) = Homc(Y, X). 态 射 的 合成 如 下 : fo 
9g=9gjhvf eHomco(Y2),9ge Homco(X,Y). 称 Cop 为 C 的 反 范畴 . 
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定义 A.1.3 设 {Aala e 刀 是 范畴 C 中 一 簇 对 象 , {Aala e 7} 的 积 (又 
称 直 积 ) 指 的 是 (4;pa)aer, 其 中 ,4 e Objc,pa e Homc(4, A。), 使 得 Vf < 
Homc(B, A。), 存在 唯一 fe Homc(B, 4) 使 得 下 图 交换 ; 


通常 将 4 记 为 I FB 
arE 
例 A.1.4 {Ahala € 了 是 范畴 Set 中 的 一 艇 对 象 . 令 I Aa := {(aa)aerlaa € 
aeE. 


Ashpa: LL dam Aoleo)oer mam 则 (HL 4 是 {4ola e 刀 的 积 . 


需要 注意 : 一 般 范 畴 中 不 一 定 存在 直 积 . 在 范畴 入 Group, Ring, R-Mod 中 可 
如 例 A.1.4 类 似 地 构造 直 积 . 

定义 A.1.4 设 {4ula e 1} 是 C 中 一 簇 对 象 , {4ula e T} 的 直 和 指 的 是 
(4;ia)aer, 其 中 , A e ObjC,ia e Homc (ha, 4), 满足 如 果 有 ga es Homc(Aa, B), va, 
则 存在 唯一 ge Homc(4, B) 使 得 下 图 交换 : 


通常 记 4 为 @ 4。 


命题 A.l. 1 范畴 C 中 对 象 焦 {4ala e 7} 的 积 如 果 存 在 , 则 唯一 . 范畴 C 中 
对 象 秘 {Aala e 1T} 的 直 和 如 果 存 在 , 则 唯一 . 如 果 |I| < oo, 则 {Aala e 7} 的 直 和 
存在 当 且 仅 当 其 直 积存 在 , 且 了 4 OA 
i€ iEl 


例 A.1.5 ” 设 范 畴 R-Mod 中 有 一 簇 对 象 {4ula e 刀 , 令 
Bh := {(aa)aerlaa es 4a 且 只 有 有 限 多 个 au 关 0}， 
ee 

ia:4a 一 四 4uaa 一 (0 ,0aa0……,0)， 
ET 


则 (@ hi ) 是 {4ala e 中 的 直 和 | 
定义 A.1.5“ 称 范畴 C 为 加 法 范畴 , 如 果 满足 
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(1) 任意 有 限 多 个 对 象 都 有 直 和 ; 

(2) YX,Y e Objc,Homc(X,Y) 为 阿 贝尔 群 , 且 态 射 合成 关于 加 法 满足 分 配 律 ; 

(3) C 中 有 零 对 象 0 使 得 lo 等 于 Homc(0,0) 中 的 零 元 . 

定义 A.1.6” 设 C 是 范畴 , :XX 一 Y 是 C 中 的 态 射 . f 的 核 (kernel) 指 的 是 
(ker f,u), 其 中 , kerf e ObjC,u: kerf 一 六 ,满足 fu = 0, 且 如 果 h:2 -XX,fh=0， 
则 存在 唯一 态 射 hv : 2 一 kerf, 使 得 h = wh. 

j 的 余 核 (cokernel) 指 的 是 (Coker f,p), 其 中 , Cokerf € ObjC,p:Y 一 Cokerf 
满足 pf = 0, 且 如 果 g : Y 一 Z, gf = 0, 则 存在 唯一 态 射 g': Cokerf 一 Z, 使 得 
9 = gp. 

易 知 上 定义 中 的 u 是 单 的 , p 是 满 的 . 

范畴 中 核 、 余 核 并 不 一 定 存在 . 如 果 它 们 都 存在 , 则 存在 三 : Cokeru 一 kerp 
且 有 下 面 交 换 图 : 


u La 
kerf + XX » » Cokerf 


起 
Cokeru —» kerp 


定义 A.1.7 ” 称 范畴 C 为 阿 贝尔 (Abel) 范畴 , 如 果 

(a) C 为 加 法 范畴 ; 

(b) vf : 久 一 Y, f 有 核 和 余 核 , 且 由 f 诱导 出 的 三 : Cokeru 一 kerp 是 同 构 . 
此 时 记 kerp 为 Imf. 

例 A.1.6 ” R-Mod 是 阿 贝尔 范畴 , 态 射 ./ : M 一 N 的 核 为 kerf:={m e 
MI|f(m) = 0}, 余 核 为 Cokerf:=N/f(M), f 的 象 为 Imf={f(m)lm e M}. 特别 地 ， 
箭 图 表示 范畴 是 阿 贝 尔 范畴 . 

， 定义 A.1.8 。 设 4 是 一 阿 贝尔 范畴 称 4 中 序列 2 二 XXX 
一 X。_2 是 复 形 , 如 果 Xe ObjA 且 ds_1d = 0, Yn. 

称 此 序列 是 正 合 序列 , 如 果 Yn, kerdn = Imdn+i. 

特别 地 , 称 0 一 X 了 和 2 一 0 是 短 正 合 列 , 如 果 kerf = 0 Img = 2 且 
Imf = kerg. 

命题 A.1.2 (五 引 理 ) 设 在 阿 贝 尔 范畴 A 中 有 如 下 交换 图 , 且 上 下 两 行 都 是 
正 合 列 : 


i 
A) 1 Fa fo fa 二 fa yA 


由 


gn 92 ga ga 
Bi » Ba » Bs ; Ba Bs 
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如 果 各 ,44 是 同 构 , $1 是 满 的 , ps 是 单 的 , 则 ps 是 同 构 . 


A.2 函 子 与 范畴 的 等 价 


定义 A.2.1 设 C,C' 是 范畴 , 称 五 : C 一 C' 为 ( 正 变 ) 函 子 , 如 果 

(1) 五 诱导 出 从 C 的 对 象 类 到 C' 的 对 象 类 的 一 个 对 应 , 将 之 记 为 H : ObjC 一 
ObjC’; 

(2) YX,Y e ObjC,H 诱导 出 映射 有 : Homc (X,Y) 一 Home'(HX, HY), 且 满 
足 

(人 如 果 让 :X 一 和 9:Y 一 和 是 Cc 中 态 射 , 则 H(gf) = H(g)H(f). 

(i) H(1x) = lax. 

如 果 万 : Homc(X,Y) 一 Home'(HX,HY) 是 满 射 , 则 称 为 满 函 子 ; 如 果 
五 : Homc(X,Y) 一 Home'(HX,HY) 是 单 射 , 则 称 五 为 忠实 函 子 . 

称 函 子 瓦 : Co 一 C' 为 从 C 到 C' 的 反 变 函 子 , 类 似 地 可 定义 满 (忠实 ) 反 变 
函 子 . 

定义 A.2.2” 设 C,C' 是 阿 贝尔 范畴 , 称 正 变 函 子 瑟 : C 一 C' 为 左 正 合 的 , 如 果 
将 正 合 列 0 一 X 二 Y 卫 2 一 0 变 为 左 正 合 列 0 一 H(X) DH(Y) 28) (2). 

称 反 变 函 子 了 : C 一 C' 为 左 正 合 的 , 如 果 万 将 正 合 列 0 一 X 二 Y24Z 一 0 
变 为 左 正 合 列 0 一 H(Z) “HH(Y) 4) H(X). 

同样 定义 右 正 合 函 子 . 如 果 函 子 五 既是 左 正 合 的 , 又 是 右 正 合 的 , 则 称 厅 是 
正 合 函 子 . 

例 A.2.1 设 C 为 范畴 , X <e ObjC, 则 函 子 Homc(X, 一 ) : C 一 Set 为 正 变 函 
子 ; 函 子 Hom( 一 ,XX) : C 一 Set 为 反 变 函 子 . 设 4,B 是 环 , M 是 左 4- 右 B- 双 模 ， 
则 aM @s_ : B-Mod 一 4-Mod 是 正 变 函 子 . 

命题 A.2.1 设 4,B 是 环 ,X 是 左 4- 模 , M 是 左 4- 右 B- 双 模 , 则 Homa(X, 一 )， 
Homa(-,X) 都 是 左 正 合 函 子 ; 4M @s_ 是 右 正 合 函 子 . 

下 面 定 理 表明 : 函 子 MQ@n- 与 Homz(M, 一 ) 构成 一 个 “adjoint pair” 
(MQ@A_,Homz(M,-)). 

定理 A.2.1 设 尺 是 环 , M 是 右 R- 模 ,N 是 左 R- 模 , 工 是 阿 贝 尔 群 . 则 有 阿 
贝尔 群 同 构 Homz(M @R N,Z) 守 Homa(N, Homz(M., 万). 

定义 A.2.3” 设 有,G :C 一 C' 为 正 变 函 子 , FF 到 G 的 自然 变换 t: 互 一 G 指 
的 是 VX < ObjC 均 有 tx : H(X) 一 G(X), 且 对 C 中 任意 同 态 f :XX 一, 满足 如 
下 交换 图 : 
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H(X) -全 ,GOO) 
H(f) | | 
H(Y) —— G(Y) 
如 果 对 任意 X e ObjC, tx 均 是 同 构 , 则 称 上 是 从 函 子 五 到 G 的 自然 同 构 , 此 
时 称 五 与 G 是 同 构 的 , 记 为 有 H 守 G. 
定义 A.2.4” 设 4 是 阿 贝尔 范畴 , 称 P < ObjA 是 4 中 投射 对 象 , 如 果 
Homa(P 一 ) :4 一 Ab 是正 合 函 子 . 称 Te Obj4 是 4 中 内 射 对 象 , 如 果 Hom4( 一 ,7) : 
A 一 hb 是 正 合 函 子 . 
命题 A.2.2” 设 4 是 阿 贝尔 范畴 , 则 Pe ObjA 是 4 中 投射 对 象 当 且 仅 当 
对 4 中 的 任意 满 同 态 1 : M 一 N 以 及 同 态 h :PP 一 N, 存在 hv : PP 一 M, 使 得 
h= fh', 即 有 交换 图 


Ms NR =0 


Te Obj4 是 A 中 内 射 对 象 当 且 仅 当 对 4 中 的 任意 单 同 态 g: M 一 N 以 及 同 
态 h: M 一 了 存在 hv:N 一 了 ,使 得 = hg, 即 有 如 下 交换 图 : 


0 一 =M 一 ~ 和 


I 
定义 A.2.5 ” 设 C,D 为 范畴 . 


(1) 称 C 与 D 是 同 构 的 , 如 果 存在 函 子 万 :C 一 DD 和 G :D 一 CC 使 得 
HG = idp,GH = idc. 此 时 也 称 函 子 H,G 是 互 逆 的 同 构 函 子 ; 

(2) 称 C 与 D 是 等 价 的 , 如 果 存 在 函 子 五 :C 一 D 和 G :DC 使 得 
HG 宇 idp,GH 空 idc. 此 时 也 称 函 子 及 ,G 是 互 逆 的 等 价 函 子 . 

例 A.2.2 ”范畴 4b 同 构 于 Z-Mod. 

例 A.2.3 ”范畴 M,(k)-Mod 等 价 于 k-Mod. 

定理 A.2.2” 设 C,D 是 范畴 , 有 :C 一 DD 是 正 变 函 子 , 则 矿 :C 一 DD 是 等 价 函 
子 当 且 仅 当 H 是 满 、 忠 实 且 稠 的 , 即 及 诱导 出 同 构 Homc(X,Y) Homp(H(X)， 
H(Y)),VX,Y € ObjC 且 YM € ObjD,3N es ObjC, 使 得 M HH(N). 


h 


A.3 Morita 等 价 
设 RR 是 一 有 单位 元 的 环 , M 是 左 RR 模 , J 是 指标 集 . 当 M; 兰 M 时 , 记 直 和 
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@ Mi 为 Mv, 称 之 为 | 川 个 M 的 直 和 . 当 M sp R 时 , 称 及 7 是 R- 自 由 模 . 易 验 
证 RR- 模 P 是 投射 模 当 且 仅 当 PP 是 某 个 自由 模 R7 的 直 和 项 , 这 里 J 是 指标 集 . 当 
| 媳 =n<o 时 , 记 R/ 为 R", 称 Rr 是 nn 个 RR 的 直 和 . 

定义 A.3.1 称 RR 模 P 是 R-Mod 的 生成 子 , 如 果 VM e R-Mod, 37, 使 得 
M 是 P7 的 商 模 ; 称 T 是 余生 成 子 , 如 果 YM & R-Mod, 3J, 使 得 从 M 到 1’ 的 
单 同 态 . 

由 定义 知 R 本 身 是 RMod 的 生成 子 ; P 是 R-Mod 的 生成 子 当 且 仅 当 3J, 使 
得 忆 是 P7 的 直 和 项 . 

定义 A.3.2” 设 4,B 是 环 , 称 R,S 是 Morita 等 价 的 , 如 果 R-Mod 与 S-Mod 
等 价 . 

定理 A.3.1 (Morita) 设 R,5 是 环 , 则 已 与 5 是 Morita 等 价 的 当 且 仅 当 存在 
RR-S- 双 模 PS-R- 双 模 Q, 使 得 存在 双 模 同 构 knP @s QR ~R Ra, sQ @r Ps ~ s5s. 
在 此 条 件 下 , (EndrP)"” ~ 5, (EndsQ@)” ~ R 且 P 是 投射 R- 模 , Q 是 投射 5- 模 . 

由 定理 A.3.1 不 难得 到 

(1) RR 与 S Morita 等 价 当 且 仅 当 Mod-R 与 Mod-S 等 价 ; 

(2) 设 R 是 环 , e € R,e? = e,5 = eRe 是 R 的 子 环 , 则 H : R-Mod- S-Mod， 
M ~ eM 是 等 价 函 子 当 且 仅 当 R= ReR. 此 时 由 G(N) = Re @。r。 N 定义 的 函 子 
G 为 H 的 道 函 子 . 

定理 A.3.2 ” 设 R,5 为 环 , 则 以 下 结论 等 价 : 

(1) R-Mod 与 S-Mod 等 价 ; 

(2) R 的 投射 模子 范畴 P(R) 与 5 的 投射 模子 范畴 P(S) 等 价 ; 

(3) 存在 有 限 生 成 投射 生成 子 Pe P(5), 使 得 R~ (EndsP)"”?. 

称 有 限 维 F 代数 4 是 基本 的 , 如 果 4 能 分 解 为 互 不 同 构 的 不 可 分 解 投射 模 
的 直 和 , 即 4 = Pi @…@ P,P; 不 可 分 解 且 P; 关 PP,Vi jj 

下 设 4 是 有 限 维 FF- 代数 , 将 44 分 解 为 不 可 分 解 模 直 和 , 4 = Pf @…@ Pi"， 
只 ,…, PP 是 互 不 同 构 的 不 可 分 解 投射 模 . 令 已 = 已 田 … 四 及 易 验 证 B = 
(EndaP)” 是 基本 的 , 称 B 为 4 的 基 代 数 . 

由 定理 A.3.2 易 证 

定理 A.3.3 ”任意 有 限 维 代数 4 均 与 它 的 基 代 数 B 是 Morita 等 价 的 . 


A.4 Ext 函 子 


同上 设 RR 是 一 环 , R-Mod 是 左 R- 模 范畴 . 设 4 是 有 限 维 FF- 代数 , 4-mod 是 
有 限 维 左 4- 模 范畴 . 
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定义 A.4.1 设 M 是 忆 模 . 
(如 果 … 王 忆 久 P11 写 .… 久 已 乌 乌 鸟 M 0 是 一 正 合 列 , 且 每 个 已 
都 是 投射 R- 模 , 则 称 此 正 合 列 是 M 的 一 个 投射 分 解 , 通常 记 此 分 解 为 P*; 


人) 称 minfnlo 一 已 一 忆 2 全 中 研 丁 马 Mr 一 0 是 投射 分 解 } 
是 M 的 投射 维 数 . 记 proj. dim M; 
(3) 如 果 0 一 M 定 而 二 五 也 各 页 全 是 一 正 合 列 , 且 每 个 


五 都 是 内 射 R 模 , 则 称 此 正 合 列 是 M 的 一 个 内 身分 解 通常 记 此 分 解 为 1*; 

(4) 称 min{n|0 一 LL 1 一 0 是 内 射 分 解 } 是 
M 的 内 射 维 数 . 记 为 inj.dim M; 

(5) 称 max{proj.dimM|M < R-Mod} 是 环 R 的 整体 维 数 , 记 为 gl.dimR; 

(6) 如 果 gl.dimR < 1, 则 称 R 是 遗传 环 . 如 果 一 个 已 代数 4 是 遗传 环 , 则 称 
4 为 遗传 代数 . 

从 定义 可 知 proj.dim M=0 当 且 仅 当 M 是 投射 模 ; inj.dimM = 0 当 且 仅 当 M 
是 内 射 模 . proj.dim M < oo 当 且 仅 当 M 有 有 限 投射 分 解 ; inj.dimM < co 当 且 仅 
当 M 有 有 限 内 射 分 解 . 

下 面 定义 R- 模 M,N 的 n 次 扩张 群 EA, NN) : 任 取 M 的 一 个 投射 分 解 


本 0 用 Homa(-,N) 作用 在 此 

Hom(fi,N 

投射 分 解 PY 上 得 到 一 个 (上 ) 复 形 Homa(PYW,N) : 0 一 Homa(P, N) ey 

Hom(f2,N) Hom(fs,N) Hom(fa+1N) 
Homa(P,N) — Homa(PB,N) — +. 一 Homg(P,,N) 


Hom(fn+aN) 
Homa(PHN) 一 一 


定义 A.4.2 令 ExthCM, N) = kerHoma(fnt1, N)/ImHoma(fn,N). 称 Ext% 
(M,N) 是 M,N 的 n 次 扩张 群 . 

可 以 证 明 , Ex 井 (M, N) 的 定义 与 M 的 投射 分 解 的 选取 无 关 . 同样 可 以 用 Homn 
(M, 一 ) 作用 到 NN 的 内 射 分 解 T* 得 到 一 个 复 形 来 定义 Ext&(M, N). 可 以 证 明 这 两 
种 定义 方式 是 一 致 的 , 且 Ex 培 (M, -) : R-Mod 一 Ab 是 一 ( 正 变 ) 函 子 ; Ext&( 一 , N); 
R-Mod 一 Ab 是 一 反 变 函 子 . 详情 请 参见 文献 (Assem et al., 2006). 

定理 A.4.1 设 M,N 是 左 R- 模 , 则 

(1) Ext%(M, N) 兰 Homa(M, N); 

(2) 设 0 一 一 了 一 2 一 0 是 RMod 中 的 短 正 合 列 , 左 正 合 函 子 Homn(M, 一 ) 
作用 到 上 面 短 正 合 列 得 到 一 个 长 正 合 列 0 一 Homr(M,X) 一 Homa(M,Y) 一 
Homa(M, 2) Exth(M, X) 一 Exth(M, Y) 一 Exth(M, 了] 了 ExtS(M, Xs 
Ext%(M,Y) 一 Ext%(M,2) 一 .Ext(M, X) — Exti(M,Y) — Ext®(M, 2) 

,其 中 , 6; 称 为 连接 映射 ， 
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(3) 设 0 一 针 一 了 一 2 一 0 是 R-Mod 中 的 短 正 合 列 , 左 正 合 函 子 HomR( 一 ,NN) 
作用 到 上 面 短 正 合 列 得 到 一 个 长 正 合 列 0 一 Homa(2Z,N) 一 Homa(Y,N) 一 
Homa(X, N) 2 Exth(Z,N) — Exth(Y,N) — Exth(X,N) -Ext%(Z,N) — 
Exth(Y, N) 一 Ext%(X, N) 一 Exth(Z, N) — Exth(Y, N) —» Ext®(X,N) 

… 其 中 , mi 称 为 连接 映射 . 

由 此 易 得 下 面 关于 遗传 代数 的 刻画 , 其 证 明 参 见 文献 (Auslander et al., 1995). 

定理 A.4.2” 设 4 是 有 限 维 F- 代 数 , 以 下 结论 等 价 : 

(1) 4 是 遗传 代数 ; 

(2) proj. dimM < 1,VM € A-mod; 

(3) Ext3(M, N) = 0, VM, N € A-mod; 

(4) 4 的 左 理想 是 投射 4- 术 

命题 A.4.1 设 0 一 XX 人 YZ 一 0 是 RMod 中 的 短 正 合 列 . 

(1) 如 果 有 同 态 h : M 一 2Z, 则 存在 短 正 合 列 0 一 六 -MM 一 0 以 及 同 
态 必 :研一 Y 使 得 下 面 图 交换 : 

和 
llx Lk lh 
0 
称 上 图 是 (g,h) 的 “pull-back” 图 ; 

(2) 如 果 有 同 态 h : X 一 M, 则 存在 短 正 合 列 0 一 M 一 工艺 2 -0 以 及 同 

态 hv :Y 一 工 使 得 下 面 图 交换 : 
| 
lh lh llz 
8 二 0 
称 上 图 是 (f,h) 的 “push-out” 图 . 

给 定 R 模 M,N 令 L(N,M) = { 所 有 短 正 合 列 0 一 M 一 巨 一 NN 一 0}. 在 
L(N, M) 中 定义 等 价 关系 s: 两 个 短 正 合 列 :0 一 MM 一望 一 N 一 0;&2:0 一 
M 一 Es 一 N 一 0 等 价 , 如 果 存 在 同 态 h : El 一 Eo 使 得 下 面 图 交换 : 

一 一 


0 一 M 一 画 一 N 一 0 

令 EUV,M) = LI(N,M)/ =, 即 ICN,AM) 的 等 价 类 的 集合 . 利用 命题 A.4.1, 可 

以 自然 地 在 E(N, M) 定义 一 个 加 法 运算 使 它 成 为 阿 贝尔 群 , 具体 做 法 请 参见 文献 
(Assem et al., 2006; Auslander et al., 1995). 有 下 面 结论 : 
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单 代数 的 唯一 性 定理 , 38 
单 代数 的 相应 可 除 代数 , 39 
单 表示 , 246 

单 射 , 满 射 , 297 

范畴 , 297 

范畴 同 构 , 201 
范畴 等 价 , 220 
单项 式 , 170 

迹 函数 , 80, 108 

非 退化 内 积 , 150 

非 退 化 的 迹 函数 , 83 
环 的 表示 , 124 
环 的 右 模 , 124 
张 量 积 , 18 

张 量 积 的 泛 性 , 26 
极 小 条 件 , 116 
极 大 条 件 , 116 

忠实 表示 , 12 
忠实 既 约 模 , 138 
直 和 , 15 

直 和 项 , 15, 18 
线性 泛 函 , 150 

线性 变换 的 迹 , 109 


九 画 


标准 多 项 式 , 171 

相伴 因子 组 , 66 

既 约 4- 模 , 18 

既 约 模 ( 单 模 ), 18, 124 


既 约 环 , 137 
既 约 表示 , 124 
结合 代数 , 1 
表示 同 态 , 285 
表示 同 构 , 262 
表示 范畴 , 245 
表示 的 直 和 , 246 


十 画 


弱 单 4- 模 , 18 
积 , 直 和 , 298 
核 , 余 核 , 299 


十 一 画 
商 代数 , 3 
基层 , 153 
基 代 数 , 302 
理想 , 2 

十 二 画 
等 价 对 偶 空间 , 150 
等 效 模 , 138 
军 零 代数 , 6 
短 零 元 , 27 
军 零 指数 , 27 
军 零 根 (N 根 ), 29 
宕 零 元 右 理想 , 141 
守 等 元 , 27, 121 
超越 元 , 98 
循环 代数 , 77 

十 三 画 以 上 

零 乘 代数 , 5 
零 因子 , 6 
零 迹 理想 , 110 
群 代数 , 6 
模 的 扩张 , 86 
模 的 同 态 , 124 
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模 的 扩张 是 可 型 的 , 86 
模 的 中 心 化 子 , 145 
模 的 直 和 , 18 
模 的 直 和 项 , 17 
简 包 络 环 , 165 

稠密 定理 , 145 
稠密 环 , 145 

笛子 范畴 , 297 
满 同 态 对 应 , 2 
满 函 子 , 忠实 函 子 , 300 
链条 件 , 117 
箭 图 表示 , 244 

源 映射 , 254 


其 他 


Auslander-Reiten 箭 图 , 257 
Artin 环 , 117 

Artin 模 , 129 

AR- 左 ( 右 ) 平移 , 252 
Auslander-Reiten 序列 , 253 
4-mod 的 根 , 257 

Brauer 群 , 45 

Burnside 问题 , 99 

Casimir 预 理 , 83 

Frobenius 定理 , 60 

Hamilton 代数 , 191 

Hopkins 定理 , 207 

省 根 =Jacobson 根 , 138 

本 半 单 环 =Jacobson 半 单 环 , 139 
Jordan 代数 , 1 
Krull-Remak-Schmidt 定理 , 247 
Nakayama 函 子 , 249 

Kaplansky 定理 , 173 

工 根 =Levitzki 根 , 106 
Levitzki 定理 , 177 


Lie 代数 , 1 

Maschke 定理 , 130 

Morita 等 价 , 302 

Morita 等 价 定理 , 302 

nn 次 扩张 群 , 303 

mr- 可 裂 字 , 181 

Nagata-Higman 定理 , 178 

Noether 环 , 117 

Noether 模 , 129 

Noether-Skolem 定理 , 53 

P- 代 数 , 98 

Peirce 左 ( 右 ) 分 解 ,32 

PT- 代数 , 170 

R- 长 , 179 

R- 字 , 179 

RR 弱 单 模 , 125 

RR- 模 M 的 零 化 子 A(M), 138 

Schur 引 理 , 144 

T- 长 , 180 

T- 字 , 180 

W- 代 数 , 107 

W- 代 数 的 迹 函数 , 108 

Wedderburn 定理 , 81 

Wedderburn-Artin 定理 , 134 

Wedderburn-ManbleB 
(Wedderburn-Mal'cev) 定理 , 94 

Tk- 分 解 式 , 180 

Tk- 型 字 , 180 

-代数 , 169 

Tonon(Golod) 反例 , 190 

Tonon- IJa 中 apeBzrd 
(Golod-Shafarevich) 定理 , 189 

Kypom (Kurosh) 问题 

UmpmoB(Shirshov) 定理 , 185 


